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1 I Préliminaires

1l.a Montrons que H est un sous-R algébre de My(C) stable par Z+— Z*.
On a E=Z(1,0) € H, et pour tout z1, 22, 23,24€ C et AER, on a

A — A
Z(z1,22) + AZ (23, 24) = ( 2 i )\Z %4) ) =Z(21+ Az3, 22+ Azq) € H.

Et
2123 — Zoza — (2223 1 2124) ) cIL

221, 2) x 223, 24) = ( ozt Bz 2% — ot

Donc Hest un sous R algebre de My(C).
Et on a

Z(z1,20)" = <_Z;2 Z )Z(z‘l,ZQ)EIH.

D’ou H est stable par Z+—— Z*.
1.b Soit Z € H, notons Z = Z(z1, z2) ou 21,22 € C.

On a
21 —Z 1z
Z(z1,22)Z (21, 22)* = ( ! _2)< ! 2)
zZ92 21 —Z9 Z1
|21[* + |22 0
0 |21]? + |22
= (|21 + |2 E
Et on a

22 =1Z(51,—n)Z(2, —2) = (| +|-2P)E=(la]*+ |2 E.
Si Z(z1,22) non nul, on a (21, z2) # —(0,0), en particulier |z1]2+ |22|> > 0, en paticulier Z.Z* est
inversible.

1l.c Soit Z(z1,22) €H, avec 21,22 € C.
Si Z € Ry, donc il existe a € R tel que Z=a.F
On a pour tout Z’€H, on a
2.7 =aZ'=72'7

Réciproquement, si pour tout Z'€H, on a Z.Z'=Z7'.Z, alors
pour tout 23,24 € C, on a

7 (2123 — Z224, 2023 + Z124) = Z (2321 — Za22, 2421 + Z322)
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Donc
2123 — 2924 = 2321 — 2422
2223+ 2124 = 2421 + Z322

Donc pour tout z4 €IR, on a z4(Za — 22) =0, et pour tout z4 €iIR, on a z4(Z2+ 22) =0
en particulier zo € RNiR = {0}, donc 22 =0.
Et z4(21 — 21) =0, et ¢a pour tout z4 € C, donc z; € R.
Dou Z=2z.F cRy.
D’ou I’équivalence.
2.a On a pour tout Z = (z1,22), 2’ = (z3,24) € H

N(ZZ') = N(Z(z123— Z224, 2023+ Z124))
= |Z1Z3—Z2Z4|2-i-|Z2Z3-i-5124|2
|2125]% — 221237024 + | Zo24|? + | 2023] + 220237124 + | 2124
|21 23]? + |22 2a|* + | 22]?|23]* + [ 21]*| 24
(Iz1? + 122/ (| 23] +- | 24]?)
= N(Z)N(Z')

2.b Montrons que S est un sous groupe de H*
Ona N(E)=1donc E€S
Soient Z,Z'€ S, ona Z,Z'€H tel que N(Z)=N(Z')=1, d’apreés la question 1.b, on a Z et
7' sont inversibles.
Or d’aprés la question précédente, on a N(Z'~)=N(Z).N(Z'")Y=N(Z2'Z""")=N(E)=1.
Donc
N(Z.2"Y=N(Z)N(z' " =1

Ainsi Z.Z’"' € 5. ainsi S est un sous groupe de H*, et on a pour tout Z = (z1, z9) € H*.
Ona N(Z)>0et

(ot
NZ) NZ)
Zes.

2
+

2
<2

N(2)

1
N(Z)
3.a Soient z,y,z,t€R, on a

r+iy z—it
N(zE+yl K) = N
R (D)

Donc

= |z +iy|?+|—z+it|?
= 2yt + 22+
3.b Soit U € H™ on a alors I'existence de z, v,z € R tel que U=x1+yJ + zK, on a alors
Ul=—(2?+y*+:22)E=-N(U).E

On a donc H™ C {U e H|U? €] — ¢, 0]E }.

Soit U € H tel que U? €] — 00, 0] E, montrons que U € H™,

On a l'existence de x,y,z,t € R tel que U=a2FE+yl +2J+tK.
On a

Ul=(2?—y? =22 —t)E+2xyl +222J + 22t K

OnaU?€]—00,0lE, donc zy=zz=xt=0. et 22 < y?>+ 22 + 12
Si z+#0, on a alors y=z=t=0, par suite 22 <0, donc x =0, absurde.
Dot  =0. par suite U=yl + 2J +tK ¢ H™.
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On a ZeH—+/N(Z) est une norme sur H assciée au produit scalaire (.,.)

On a S est le cercle unité centrée en 0 de I'espace vectoriel normé (IH, /N).

Donc S est un fermé de H, et on a ¥ ({(z,y,2,t) e R}a?+ y?+ 22 +t2=1}) =S

Avec {(z,y,z,t) € R*a? + y? + 22+ t2 =1} est la boule centrée unitée de R*, donc elle est

connexe par arc.

Or 9 est 1-lipschitzienne, en particulier qu’elle est continue.
Ainsi S est connexe par arc comme étant I'image directe par une application continue d’une

partie connexe par arc.
5 Soient U,V € H'™,
5.a Montrons que U et V sont orthogonaux si et seulement si UV + VU =0.

si

Supposons que U et V sont orthogonaux
On a

UV+VU=U+V)?-U?-V?=—(N(U+V)—-N(U)-N(V))E

Donc U et V sont orthogonaux si et seulement si N(U +V)=N(U)+ N(V) si et seulement
UV+VU=0

Dans ce cas, on a (UV)?=-UV2U =N ((V)U?=-N(U)N(V)E, avec —N(U)N(V)<0.

donc UV € H™,

Notons U =z11 + y1J + 21K et V =221 + yoJ + 20K avec x1, Ta, Y1, Y2, 21, 22 € R.

Donc UV = (y122 — z1y2) [ + (2122 — £122)J + (1y2 — y122) K. (car U et V sont orthogonaux)
Donc la matrice de (U,V,UV) dans la base (I,J, K) est

T1 T2 Yi1z2 — z1Y2
Y1 Y2 212 —T122
21 22 T1Y2 — Y172
( T ) ( T2 ) ( Y122 — Z1Y2 ) . . ( T1 T2 Y122 — z1Y2 ) L.
Avec | y1 |A| w2 |=| w1z2— 2192 |, donc le déterminant de | y; yo 2122 — 2120 | €st positif ou

Z1 Z2 T1Y2 — Y122 Z1 22 T1Y2 — Yi1x2

nul.

5.b Supposons que (U, V) est orthonormale dans H™. montrons que (U, V,UV) est une base
orthonormée directe de H™.

Etona NU+V)=NU)+N({V)et NU)=N(V)=1

U, UV) = LNUU+V)) - NUV) - N(O))
_ %[N(U)(N(U+ V)= N(V)) - N()]
_ %[N(U)(N(U))—N(U)]
= Jli-1]
~ 0

Par symétrie (V,UV)=0,et N{UV)=N{U)N(V)=1.
Ainsi (U,V,UV) est orthonormée, et d’aprés la question précédente, cette famille de détermi-

nant positif ou nul, puisqu’elle est orthogonale alors elle est libre, en particulier de dérerminant
non nul, donc de déterminant strictement positif.

En conclusion (U, V,UV) est une base orthonormée directe de H™.

2 II Automorphisemes de H et rotations.

6. Montrons que « est un morphisme de groupes
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Soient (u,v),(u’,v") €S xS, on a pour tout Z € H
al(u,v) X (W, v))(Z) = aluu',vv")(Z)

= wu'Z(vv')7!

= w(wZv' !

= u(a(w,v")(2))v™!
= a(u,v)oa(u,v")(2)

Donc a((u,v) x (v',v") = a(u,v) o a(u’,v’). ainsi a est un morphisme de groupes.
et on a (u,v) € ker «, si pour tout Z € H, on a(u,v)(Z)=2, donc uZv-t=2
Ainsi uZ = Zv.

En particulier £ =u.u*=u"*v,

Avec u* =u""! (cf question 1.b) donc u=wv.

Alinsi pour tout Z €H, on a uZ =Zu, d’'ou Z € Ry (d’aprés la question 1.c).

Et N(u)=1, alors u=+1.

Réciproquement si v =v =41, on a pour tout ZcH v Zv "' =Z.

D’ou (u,v) € kera.

On en déduit que kera={(—-1,-1),(1,1)}.

7. Montrons que « est continue

On a l'application (u,v) € H2—— (Z — uZv) est bilinéaire en dimension finie, donc elle est
continue sur H?, en particulier qu’il est est continue sur S x S.

Et v+——v~! est continue sur S (car pour tout v € Sonav~! est polynomiale en v d’aprés le
théoréme de Cayley-Hamilton).

Donc a est continue comme étant le composé de deux fonctions continue.

Et on a pour tout (u,v) €S x S:

N(a(u,v)(Z2)) = NuZv™1)
= N(u)N(Z)N(v™1)
= N(Z)

En particulier \/N(a(u,v)(Z)) =+/N(Z) et /N est une norme euclidienne (cf partie I)

Alors a(u,v) € O(H).

Pour tout (u,v) €S xS, on a det(a(u,v))#0.

Et puisque det est continue sur GL(H) et o est continue donc det o o est continue.

D’autre part S x S est connexe par arc comme produit de deux parties connexes par arcs alors
det o o gadre un signe constant sur S, avec det(a(E, E))=1>0.

Alors pour tout (u,v) €S x S det(a(u,v)) > 0.

Ainsi I'image de « est contenue dans SO(H).

8. Soient # €R et ve H™N S, et soit u= (cos)E + (sin )v.

8.a Montrons que u € S.
On a v € H™=vectr(l,J, K). Notons v=al+yJ+ 2K avec z,y,z € R.
Donc u=(cos)E + (sin @)z I + (sinf)yJ + (sin )z K
donc N (u) = (cos 0)? + (sin 0)2z2 + (sin 0)?y? + (sin 0)?22=1. Car 2%+ y?+ 22 =1.
Donc v € S.
Or N(u)>0et N(v) >0, donc d’aprés la question 1.b da la partie I, u et v sont inversibles et on a

ul=N@)u*=u* et v*=N()v =071

Et on a u* = ((cosH)E + (sin0)v)*, avec Z — Z* est R — linéaire.

Donc u* = (cos)E + (sin §)v*.

Or v € H™, et d’aprés la question 3.b v2=—~N(v)E = —E, onc v* = —v%v* = —v
Ainsi u=t=u*=(cos §)E — (sin §)v.
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8.b Soit w € H™N S un vecteur orthogonal & v.
On a

Cu(v) = wvu™?

= ((cosO)E + (sin@)v)v((cos @) E — (sinf)v)

Or (cos@)E + (sin@)v, v et (cos0)E — (sinf)v commutent, donc
Cu(v) = (cosf)?v — (sinf)?v3=v

Car v2=—F
Et

Cu(w) = vwu™!

((cos 0)E + (sin 0)v)w((cos ) E — (sin H)v)

= ((cos#)? —(sinf)?)w+ cosd sinf(vw —ww)
= cos(20) w + sin(26)vw

Car v,w € H™, via la question 5.b on a wv +vw = 0.

Cu(vw) = uvwu™?

((cos ) E + (sin O)v)vw((cos ) E — (sin O)v)
((cos @)vw + (sin §)v2w)((cos ) E — (sin 0)v)
((cos@)vw — (sinO)w)((cosO)E — (sinf)v
(cos 0)?vw — cos Osin O(vwv +w ) + (sin @
(
(
(

)
)2

cos 0)?vw — cos fsin O(—v w+w)+ (sin 0)%w
cos 0)2vw — 2cos Bsin Ow + (sin 0)*w

(cos )2 — (sin 0)?)vw — 2cos fsin 9w
= cos(20)vw — sin(20)w

Donc
1 0 0
mat (y o, 00)Cu=| 0 cos(20) —sin(20)
0 sin(20) cos(26)

(cosf)?w — cos(8) sin()wv+ sin(#) cos(§)vw — (sind)?v

9. Montrons que I'application ¢: u+— C,, induit un morphisme surjectif de groupes S — SO(H™).

On a pour tout u,v € S et Z € H™,

e(uv)(Z) = wvZ(uv)™?
= u(wZv Hu !
= u(Cy(Z2))u™"
= CuoCy(2)
— ()0 p()(2)

Donc ¢(uv) = p(u) o p(v). Ainsi u— Cy, est un morphisme de groupes.

La surjectivité de ¢ est déduite de la question précédente et de définition de SO(H™).

Et pour tout = € Kery: on a pour tout Z€ H™ on a uZu~'=Z.

Et puisque H = vect(E) + H™, avec E : la matrice identité, alors pour tout Z € H, on a u

commute avec Z par suite u € Ry (via la question 1.c).
Or N(u)=1. donc u==+l1.
Réciproquement v =41 vérifie uZu~' = Z pour tout Z € H.
Ainsi ker p ={-1,1}.
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10.a On a pour tout u € SO(H),
On a

a(u(E), E)(u(E)) =u(E)u(E)E=E

Donc H™ est stable par a(u(E), E), par orthogonalité, on a l'existence de v € H tel que

a(u(E),E)ou=a(v,v)

Ainsi u=a(u(E), E) toa(v,v) =a(u(E)v,v).
D’ou le résultat.

10.b S x {E} est un groupe comme étant le produit de deux groupes, et o est un morphisme
alors N:=a(S x {E}) CSO(H) est un sous groupe de SO(H), comme étant I'image directe d'un

groupe par un morphisme de groupes.

Soit n € N et g€ SO(H) on a lexistence de z € S tel que n=a(z, E) et (u,v) € H? tel que
g=oa(u,v).

On a pour tout Z€H gng ' (Z)=gzZg ' =a(uzu=t, E)(Z)

Donc gng~'=a(uzu~!,E)€N.

Pour n=+id=a(+1,1) et g=id=a«(1,1), on a {+id} C N C SO(H).

Or d’aprés la question précédente, H™ est stable par tout les éléments de N, on en déduit que
N+SO0(H).

Il suffit de prendre a(I,1) € N, on a «(I,1)# £id. d’ou le résultat.

11. Onma idy € Aut(IH), et pour tout ¢, € Aut(H), on a pour tout z,z’ € H, on a
Sﬁoi/fﬁnlﬂ =Ru

p(p7(22)) = z2'=p(e71(2) (™)) = el H(2) ™} (2))

Donc

Et pour tout z,z’€H, on a
potp(zz") = p((2)Y(2") = o(¥(2)) p(¥(2") = po(z)po ¥(2')

Ainsi Aut(IH) est un sous groupe de GL(IH).
Soit u € S, on a alors pour tout Z € Ry, a(u,u)(Z)=uZu~t=2.
Donc ajr, =idn.
Et pour tout Z,Z’€H, on a

a(u,u)(Z2.2") = uwZu ) (uZ' v ) = a(u,u)(2)a(u,u)(Z')

D’ou a(u,u) € Aut(H). d’ou le résultat.

12. Soit f € Aut(H).
Ona f(I)*= f(I*) = f(-E) = —E,
De méme, on trouve f(J%)=—FE, donc d’aprés la question 3.b on a f(I), f(J) € H™.

Et
FI D)+ ) fFU) = FIT+JI)= f(0)=0

Donc d’apres la question 5.a on a f(I) et f(J) sont orthogonaux, par suite via la question 5.b
ona (f(I), f(J), f(K)= f(I)f(J)) est une base orthormée directe de H™.

13.a Montrons que la restriction a H'™ induit un isomorphisme de groupes.



III NORMES EUCLIDIENNES SUR R2. 7

D’aprés la question 8 et 11 u € Aut(H) — ujpm € SO(H™) est surjective.
Si w|pim = idgim, alors pour tout Z € H, on a u(Z) = Z (car ujgry = idry)
Par suite uj =idy.

Ainsi u € Aut(IH) — ujpim € SO(H™) est injective.

D’ou le résultat.

13.b Montrons que Aut(H) ={a(u,u),ue S}.
On a d’apres 11, {a(u,u),u € S} C Aut(H).
Et pour tout u € Aut(IH), il existe v € S tel que ujpim = (v, v)gim (d’apreés la question 9)
Or H=H"™® Ry, alors u=a(v,v).
Dot Aut(H) C {a(u,u),u e S}.
D’ou le résultat.

IIT Normes euclidiennes sur IR?.

14.a Montrons que K est une partie compacte et convexe de My(RR).
En dimension finie, toute les normes sont équivalentes, en particulier il existe a >0 tel que pour
tout z € R? on a ||z ||z <al/z||, donc pour tout A€ K on a

[Az]|

sup <o

w0 ]

Donc K est bornée (pour la norme subordonnée de ||||, en dimension finie, elle est bornée pour
n’importe quelle norme).

Soit (Ap)nenNune suite de matrice de K qui converge vers A € My(IR), on a pour tout n € N, et
pour tout z € R? on a

[]l2 = | Anz |

Et pour tout B € Ma(R)onax € R?+— ||Bz|| est lipschitzienne, en effet
Pour tout x1, 22 € R, on a

1 Baall = [[Baall| < [|B(z1 — 22) || S aljr — 22

Avec a >0 qu’on a défini dans la question précédente.
En particulier x € R?+— || Bx|| est continue, par suite lim |4,z ||=|Az||, donc ||z|]2> | Az|.
n——4o0o

Donc A € K, ainsi K est fermé, d’ott K est compacte.
Montrons que K est convexe de Ma(R).
Soient A,BeK et A€[0,1], on a

Az + (1= X B[ < AlAz |+ (1 = A)|Bz| < ]2

Donc Mz + (1 —A)Bz € K, ainsi K est convexe.

14.b Montrons qu’il existe A € K tel que det A= sup det B.
Bek
On a B € K — det B est continue sur le compact IC, donc det est bornée sur K et atteint ses

bornes, en particulier il existe A € I tel que det A= sup det B.
Bek

15. En dimension finie, toute les normes sont équivalentes, en particulier il existe >0 tel que
pour tout x € R? ||z||2> B|z||, donc || z||2 > ||BE.z|| donc BE € K.

Ainsi det A >det (BE) = %2> 0.

Montrons qu’il existe un élément x € C tel que ||Az|| =1, supposons par ’absurde que pour tout
xelC ||Az| < 1.

L’application z+— ||Ax| est continue comme composée de deux fonctions continues z+——
x A qui est linéaire en dimension finie, donc continue et x+—— ||z|| est 1-lipschitizienne (d’aprés
I'inégalité triangulaire).
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Sur le compact I, ||Az|| <1 est bornée et atteint ses bornes, sup||Ax|| < 1.

A zeC
Posons C—W, on a pour tout y € R
Ioyll = ———llAy]
T suplAa Y
zeC
2 ‘ y
A
sup[[Az[[[" [ly[l2
zeC
Avec ﬁec, alors ||Cy|| < ||y||2, ainsi C € K.
Par suite det(C) <det(A),donc ! sdet(A) <det(A), avec det(A) >0, alors sup||Ax|| >1.
(su%HAwH) sec
T €

ce qui est absurde.
D’out le résultat.

16. Soit B € SO(RR?) une matrice telle que = = B(é )

16.a Soit r €]0,1[, pour montrer qu’il existe x,. €C tel que > 1, il suffit de montrer

que que AB(S g)gélC

s

Par I'absurde, supposons que AB(T O)EIC.

AB(S g)yﬁ,
0 1
T

On a A€, et on a pour tout x € R? , on a |[Bz|2=|z|2<||ABz|.

Ainsi AB € K. donc par convexité de K, on a %[ABJrAB 6 (1) ek.
Avec '
det| L aptan|” | — Let(A)det(B)det| "T 1 4 < det(A)
2 0 = 4 0 gy | =
r r

Car det A= supdet B.
BekK

Or det(B) =1, alors (r + 1)(%—1— 1) <4, par suite %-i—r <2, donc (%_ 7“)2 <0,
Ainsi r :%, absurde avec 0 <r < 1.
D’ou le résultat.

16.b Soit r €]0,1],
on a d’aprés la question précédente

0
a4 || =|aB o1 || >1
r T
Donc
/s r
(T}ir
Car .——+—€Cet ABE€K, donc >1

2

TYr
(2 -

Par suite r2y2 + % >1 et y2+22=1. Par conséquent z?(% - r2) >1—72

2

. . 9o 1—r2 72
AlnSIZT>L2,T2_r2+1'
=
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D’ou le résultat.

17. Montrons qu'il existe une base (e, e2) de R%telle que ||Az|| = ||z |2 pour z € {e1, e2}.
On a d’apres la question 15, il existe e; €C tel que ||Aeq||=1. avec |le1|2=1.

n —

— L €10, 1], alors il d’aprés la question 16.a

Pour tout n € N tel que n > 2, puisque
il existe t,, €C tel que
n—1 0

AB 8 n toll >1

n—1
Cn
d’n
il existe p: N — N croissante, tel que (t,(n))neN, notons ¢ € C sa limite.
@ diverge vers +00, car 'ouvert de N est vide.
On a x — ||z est continue (1-lipchitizienne d’aprés I'inégalité triangulaire), et on a

On a C est compact, alors <tn = ( )) admet une sous suite convergente.
n=2

p(n) -1
I o(n 0 (1 0
n—EEx> 0 _:ﬁiql__ ~\0 1
p(n)—1
n—1 0
donc nErJI:QQ( 8 _ i . )xtp(n) =t.
Et par passage a la limite, on a
|AB|>1

EtteC, et AB€K, alors |ABt|| <1, donc |ABt|| =1.
Notons ea =Bt €C.

On a bien [lez|| =1=||ea||2

Il reste & montrer que (e1, e2) est libre pour conclure.
Soient a, B € R tel que ae; + Bea =0.

Donc B(a(é) + B(%;)) =0. avec ey:= <Z;)

Avec B est inversible, donc a(l) + ﬁ(wl) =0
0 wo

on a alors [ws=0.

2
Or d’aprées la question précédente on a pour tout n € N dy(,,) > o(n)

S(n)Z 1 Par passage a la limite

1
on a ws>y.
Donc =0, par suite a =0.

D’ou le résultat.

18.

19.

IV Algébres valuées

20.a Soit x € A, alors par définition, il existe n € N* et aq,...,a,_1 € R tel que

"+ ap_12" Y+ -+ az+ap=0
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Par décomposition en éléments simples dans R du polynéme X"+ a,,_1 X" 1+ --- +a1.X + ao,
on a l'existence de by,...,b,,a1,...,aq, 01,-.., B €R tel que

T l

X" +an 1 X" +a1X+a0=H(X _bi)H(XQ_aiX_Bi)

i=1 i=1

Donc
r l

H(l‘—bz)H( 2—Oéi.1‘—ﬁi):0

i=1 i=1
Avec A est sans diviseur de zéro, alors il existe ¢ € [1,7] tel que  =b; ou bien il existe ¢ € [1,]
tel que 22 = a,z + G;.
Dans le premier cas on a 2?=b;x € x + Rax.
Dans le deuxiéme cas on a 22 € z + Ra.
Ainsi dans tout les cas, 2 €z + Ruz.
D’out le résultat.

20.b On définie p:a+bxr e R+Rx+—a+ib.
On a ¢ est bien définie (car x ¢ R), de plus pour tout a+bz,c+dx € R+ Rz, on a

e((a+bx)+ (c+dx))=(a+c)+i(b+d)=¢p(c+dx)+ ¢(c+dx)

2

En utilisant la question précédente, notons =« + Bz avec a, B €R, on a

o((a+bx)(c+dz)) = plac+ (be+ad)x+bdx?)
= p(ac+bda+ (be+ad+ fbd)x)
= ac+bda+ (bc+ad+ Bbd)i
= ac+ (be+ad)i+bd(a+ (i)
= a(c+di)+bci+bdp(z?)
= ap(c+dz)+bei+bdp(x?)

21. Montrons qu'il existe is € A tel que i3 = —1.
Pour tout « € A, on a 2 € R+ Rz, donc il existe a,, b, € R tel que 2 = a,x + b,.
supposons que pour tout z € A a2 + 4b, > 0.
2 2
Alors <:E _az—Vaz+4bs )(:r az + \/;w+4b1 ) -0

2

e —Vaz+4dbs

Or A est sans diviseur de 0, alors =2 5
Donc A=1R. absurde.

Donc il existe t€R et a,b€R tel que 2 —ax —b=0,avec a®+4b < 0.
On a alors

/2
€R ou x:%eﬂ{.

a

2), on a alors i3 = —1.

On pose iy :ﬁ(ac —
22.a Soient z,y € A, on a
T(xy) = iaxyia
= —iAx(iAiA)yiA
= —(iamia)(iayia)
= —T(z)T(y)
22.b On a pour tout z € A

To T(ac) = iA(iAxiA)iA =r= ld(l‘)
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Donc T o T=id, donc X?—1=(X —1)(X +1) est un annulateur de T, avec X +1 et X — 1 sont
premiers entre eux, donc d’aprés le théoréme de décomposition des noyaux, on a

A=Xker(T —id) @ ker(T +id)

23. Montrons que ker(T' +id)=U
Soit « € Ker(T +1id), alors T'(x) = —z, donc & = —igxia, donc isz = xia.
Donc x et t4commutent, par suite i

Réciproquement, si x € U, alors il existe a,b € R tel que x =a + big.
Donc T'(x) =1ia(a + bia)ia =iaais — iab= aigia — bia=—a — big=—x. donc z € Ker(T +id).
Ainsi ker(T +id) =U, et puisque
24. On fixe § € Ker(T' —id)\{0}.
24.a Montrons que I'application = —— Sz envoie ker(T —id) dans ker(T +id).
Soit x € Ker(T' —id), donc T'(x) ==.
Or g eKer(T —id) donc T(B) = 6.
Donc d’apres la question 22.a on a

T(fx)==T(B)T(x)=—Pzx

Par suite Sz € ker(T +id). ainsi x — Sz envoie ker(T —id) dans ker(T +id).
Donc %= 3.3 € Ker(T +id) =U.

On a d’apres ce qui précéde, Sker(T —id) C ker(T' +id) =U.

De plus

24.b

24.c

25. Soient z,y € A tels que xy = yx et tels que V =Rz + Ry soit de dimension 2 sur R.
Montrons que pour tout u,v €V, on a

llu+ vl + [lu—v]|* > 4fjull.|v]]

Soient u,v € Rx + Ry, puisque x, y commutent, alors u,v commutent comme étant polynéme
e, xet y.

Or Ju+vl|2= | (w+v)2 et [lu—v]2=|(u—v)?|

Par l'inégalité triangulaire inverse, on a

lut ]2+ lu—v]2> | (w+v)? = (u—v)?|| > 4Ju].[lv]

Montrons que la restiction de ||.|| & V provient d’un produit scalaire sur V.
On a V =2R+ yR de dimension 2, donc V est isomorphe a R

donc il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels ¢: RZ— V.

On a pour tout z,y € R2.

le(@) + oW+ lle(@) — eW)II>= 4lle @)1l e(y)l]

Ainsi
lo(@ + )1+ (= y)[I* = 4lle(@)|- e ()]

Avec 1: R%: x — || ()| est une norme sur R?, en effet pour tout z,y € R? et A€ER, on a
Si [|e(2)|| =0, alors ¢(x) =0, par injectivité on a = =0.

De plus [[o(Az)[| = [A[[o(@)] et [[o(z+y)ll = lle(@) + o)l < [le(@)] + [[e(y)]]-

On a d’apres le théoréme A, on a x — ||p(z)|| provient d’un produit scalaire (.|.).
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Notons (: (u,v) €V — (o~ u), = 1(v)).

On a ¢ est symétrique. De plus pour tout u € V {(u,u) = ||p(p 1 (u))||=||u|| = 0. donc ¢ est
positif.

Et on a par linéarité de ¢!, ¢ est bilinéaire.

Et par injectivité, ¢ est définie.

Donc ¢ définie un produit scalaire sur V.

Il provient de (.

D’ou le résultat.

26. Soit z€ A, si x €RR, il est évident que z2 € R + Rx.
Supposons que x € A\RR, alors V =1z + Rx est de dimension 2.
D’apres la question précédente, ||.|| provient d’un produit scalaire sur V.
Par suite notons y: un vecteur orthogonal non nul de 1 dans V.
Alors on a (1, y) forme une base de V. Donc il existe a,b€ R tel que x =a+by.
Ainsi 22 =a’+ 2aby + 2.
Avec

12 = Sl +1- =1
= SO+ 1=y = 12y + 1))
= Syl + 1= (gl +1)?)
= Syl 1= =21 -1)

=~y
=~y

Et donc d’aprés le cas d’égalit » dans l'inégalité de cauchy-schwarz, on a y2 € R.
D’ou

?eR+Ry,=R+R,

27. D’aprés la question précédente, on a A est algébrique (car pour tout x € R, il existe a,b€ R
tel que 2?2 =ax +b)
Et A est sans diviseur de zéro, en effet pour x,y € Atelquexy =0, alors ||z||||y||=||lzy] =0
donc ||z||=0 ou ||y|| =0, par suite z=0 ou y=0.
Donc d’aprés le théoréme B, A est isomorphe a R, Cou H.
D’ou le théoréme C.



	1 I Préliminaires
	1.a
	1.b
	1.c
	2.a
	2.b
	3.a
	3.b
	4.
	5
	5.a
	5.b

	2 II Automorphisemes de ℍ\( et \)rotations.
	6.
	7.
	8.
	8.a
	8.b
	9.
	10.a
	10.b
	11.
	12.
	13.a
	13.b

	III Normes euclidiennes sur ℝ^2.
	14.a
	14.b
	15.
	16.
	16.a
	16.b
	17.
	18.
	19.

	IV Algèbres valuées
	20.a
	20.b
	21.
	22.a
	22.b
	23.
	24.
	24.a
	24.b
	24.c
	25.
	26.
	27.


