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POUR ALLER PLUS LOIN... 3

Le probléme présenté ici, est le sujet de I'algébre du concours Agrégation externe 2019.

Le probléme est long! il est composé de 5 grands parties, pour arriver finalement & montrer le
théoréme de Fermat-Wiles pour certains nombres premiers (régulier).

Le probléme est un excellent sujet formateur pour les futurs candidats de ’agrégation en maths,
et peut-étre aussi intéressant pour les étudiants de CPGE scientifiques.

La premiére partie consiste & montrer quelques résultats de la division euclidienne des polyndémes
a coefficients entiers, de montrer que I'anneau Z[(] est euclidien pour ¢ = exp(2im/3). Ensuite
on introduit la notion de polynéme cyclotomique, un résultat fort des polynémes cyclotomiques,
qu'’ils sont & coefficients entiers, et irréductibles de Q[X]. Ce que nous fournit un excellent exemple
pour dire que pour tout entier n € N, il existe un polynéme de Q[X] irréductible de Q[X]. Ce qui
n’est pas vrai pour R|[X], et encore pour C[X], en particulier alors que @ n’est pas algébriquement
clos. D’autre part les questions 4.a, 4.b, et 4.c sert a introduire les matrices compagnon, un outil
trop utiliser pour simplifier les démonstration (Comme la démonstration du théoréme de Cayley-
Hamilton par exemple!), aussi ici la présence des matrices compagnon est pour démontrer le résultat
énoncé dans la question 4.e, qui sera utiliser plusieurs fois dans la suite du probléme.

La deuxiéme partie est sur les nombres algébriques, un trés bon résultat présenté dans la question
1.b sur la finitude des racines de I'unité inclus dans une extension fini de @), et donc le corps des
nombres algébriques est de degré infini sur Q). Vers la fin de la partie, on va montrer que I’ensemble
des nombres entiers algébriques est un sous anneau de C.

Passant a la troisiéme partie, qui consiste a étudier et caractériser quelques résultat sur Z[(](qui
seront utiliser aprés dans les partie 4 et 5), ot ¢ =exp((2im)/p), notamment sur les inversibles de
l'anneau Z[(].

La partie 4 a pour but de montrer le théoréme de Fermat pour n = 3.

Et enfin dans la partie 5 traite le théoréme de Fermat pour certains nombres premiers, et dans
des cas particuliers.

En conclusion, Le théoréme de Fermat (en anglais Last Fermat ‘s theorem) est énoncé (conjec-
turé) par le mathématicien francais Pierre Fermat en 1637, et n’étais pas démontrer qu’en 1986, la
démonstration est présentée par la premiére fois par le mathématicien britannique Andrew Wiles,
la démonstration est basée sur plusieurs théories, comme la théorie de GALOIS, et encore des
résultats de maths moderne, qui ne sont pas existé dans la 17 -éme siécle. Pour ce qui veut savoir la
démonstration de ce théoréme n’hésitez pas a cliquer sur le lien vers la fin de ce fichier, (la beauté
du livre va vous attirer de lire le livre en entier).

Note: Pour la solution, c’est un travail personnel, qui m’a fallu prés 8 heures pour répondre a
toutes les questions !

Bon courage pour la suite . . .
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LOTOTOTOTOTOTOTOTO T

N.B : Si vous trouvez des erreurs de Francais ou de mathématiques ou bien si vous avez des
questions et/ou des suggestions, envoyez-moi un mail & ilyasssabir7@gmail.com

LOTOTOTOTOTOTOTOTO T



DEFINITIONS ET RAPPELS 9
Définitions et rappels

— Soit A un anneau commutatif unitaire intégre dont on note 14 I’élément unité.

— On rappelle que u € A est inversible sl existe u’€ Atel que uu’=14. On note A* I’ensemble
des inversibles de A, qui est un groupe multiplicatif.

— Un élément = de A est dit irréductible si x n’est pas inversible et si pour tous a, G€ A,
r=af implique a € A* ou f€ A*.

— Deux éléments x, y € A sont dits associés s’il existe u€ A tel que x=uy. On note alors r~1y.

— Soit I un idéal de A ; on dit que deux éléments o, F€ A sont congrus modulo I'si a— (€.
On écrit alors o= (mod I).

— Pourx € A, on note (x) =z A I'idéal engendré par z. Un tel idéal est dit principal.

— Soient I, J deux idéaux de A. On dit que I divise J si J CI. Par ailleurs, on note IJ I'idéal

produit de I et J, qui est 'ensemble des sommes finies > z;y; avec x; € I et y; €.J.
(3

— On rappelle quun nombre complexe « est dit algébrique (sur Q) s’il existe un polynéme
non nul P de Q[X] tel que P(a)=0.

Il existe alors un polynéme unitaire de plus petit degré annulant «, que I’on appelle polynéme
minimal de « et que ’on note 7. Les racines complexes de ce polyndme sont appelées les conjugués
de a.

— On appelle entier algébrique tout nombre complexe qui est racine d’un polynéme unitaire a
coeflicients dans Z.

— On rappelle une version du lemme de Gauss, que I'on pourra utiliser librement : soit
PeZ[X] tel que P=P, P, avec P; et P, des polyndomes de Q[X]. Alors il existe un rationnel r €@,
non-nul, tel que rP; €Z[X] et %Pg €Z[X].

— On dit qu’un groupe abélien G est de type fini s’il existe une famille génératrice finie de G,
c’est-a~dire un entier r et une famille (ay, ..., a,) d’éléments de G tels que tout élément de G s’écrit
comme une combinaison linéaire & coefficients entiers des aq, ..., a,.
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Notations

— Pour un anneau A commutatif et un entier naturel non nul n, on note M,(A) l'algébre des
matrices carrées n xn a coefficients dans A ; la matrice unité est notée I,,.

Si M est une matrice de M,(A), on note yps son polynéme caractéristique, qui est le
polyndéme unitaire défini par

xv =det(X I, — M)

et on note mys son polynéme minimal.

— Pour un nombre premier p, on note I, le corps Z/ pZ.

— Pour tout entier algébrique «, on note Z[a] 'anneau des éléments de la forme P(«) ou P
parcourt Z[X].

Dans le probléme, les textes placés entre les symboles 0K, . MoK précisent des notations et
définitions qui sont utilisées dans la suite de I’énoncé
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1 Exercices préliminaires

1. Soit B€Z[X] un polynéme unitaire et A€Z[X]. Montrer qu’il existe @, R€Z[X] tels que
A=BQ+ R avec deg R < deg B ou R=0.

INDICATION : On pourra faire une preuve par récurrence sur le degré de A.

24

2. L’anneau Z[j]. On note j=e 3 .
(a) Démontrer que j est un élément algébrique sur @ et préciser son polynéme minimal.

(b) Démontrer que Z[j]={a+bj, (a,b)€Z?}.

Pour tout nombre complexe z, on pose N (z)=z2z=|z|?.

(c) Démontrer que pour tout z€Z[j], on a N(z)€N. En déduire que si z € Z][j] est inversible,
alors N(z)=1, puis que Z[j]* posséde 6 éléments que 'on précisera.

(d) Soient z€Z[j] et yeZ[j]\{0}. Déterminer un élément g € Z[j] tel que N(% - q) <1
En déduire que I'anneau Z[j] est euclidien.

3. POLYNOMES CYCLOTOMIQUES.

Soit n un entier naturel non nul. On note ®,, le n —iéme polynoéme cyclotomique. On rappelle
que si py désigne ’ensemble des racines primitives n — iémes de 'unité dans C, ce polynéme est
défini par

2,0 =[] (X —n)

BE 3,

(a) Démontrer que
xXn—1=]]®a(X)
d|n
(b) En déduire que ®,(X)€Z[X].
(c) Soit p un nombre premier.

On note 7:Z — IF, la surjection canonique. Le morphisme d’anneaux 7 s’étend, coefficient par
coefficient, en un morphisme d’anneaux de Z[X] sur [,[X], noté 7 (on ne demande pas de justifier

p—1
ce point). Si ®, désigne le p —iéme polynome cyclotomique, on rappelle que ¢, = > X ko
k=0
i. Démontrer que 7(X? —1)=(X —1F, )" .

ii. Soient P et () deux polynomes unitaires et non constants dans Z[X] tels que X? —1=PQ.
Démontrer que P(1) et Q(1) sont des entiers multiples de p.

ili. Retrouver ainsi que ®, est un polynoéme irréductible de Q[X].
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20X De maniére générale, ®,, est irréductible pour tout n€ N \ {0}, résultat que 'on admet ici
et que 'on pourra utiliser librement dans la suite. MoK
ﬁ
iv. Soit (=e ? . Déterminer le polynéme minimal de ¢ sur @Q et en déduire le degré de
Pextension de corps Q(()/ Q.

4. MATRICES COMPAGNONS. Soit n un entier naturel non nul. Soit P=X"+a,,_1 X" 1+ +ag
un polynéme unitaire de C[X]. On lui associe sa matrice compagnon Cp définie dans M,,(C) par

0 0 0 —ay
10 0 —a
0 1
Cp= 0
: 0 —Qn—-2
0000 | _q .
On note £=(ey, ..., e,) la base canonique de C™ .

(a) Pour k€{1,...,n—1}, exprimer C’}%el dans la base £. En déduire que pour tout polyndéme
Q€ C[X] non nul et de degré inférieur ou égal & n—1, la matrice Q(Cp) est non nulle.

En déduire le degré du polynéme minimal de Cp .

(b) Exprimer Cpe; dans la base £. En déduire que P est le polynome minimal de Cp .

(c) En déduire le polynéme xcp -

Soit M € M,,(C) de polynome caractéristique xas . Soilent ai, ..., o, les racines complexes de
XM comptées avec leur multiplicité. Soit @ un polynoéme de C[X].

(d) Démontrer que le polynéome caractéristique de la matrice Q(M) est

XQ(M)= H(X —Q(ax))
k=1

INDICATION : On pourra commencer par traiter le cas ot M est triangulaire.

(e) Soit A un sous-anneau de C. On suppose que le polynome @ est dans A[X]. Soit Pe A[X]
un polynéme unitairendont on note aq, ..., ay les racines complexes comptées avec leur multiplicité.

Démontrer que [] (X — Q(ax)) est un polyndome de A[X].
k=1

2 Nombres algébriques

1. (a) On désigne par ¢ l'indicatrice d’Euler, qui & tout entier n€ N \ {0} associe le nombre
d’entiers non nuls inférieurs a n et premiers avecn. Justifier que pour tout entier d > 1, I’ensemble
des entiers n tels que ¢(n) < d est fini.
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(b) En déduire que si K /Q est une extension finie de @, ot K est un sous-corps de C, alors
K contient un nombre fini de racines de I'unité.

2. Soit a« € C un nombre algébrique dont on rappelle que 'on a noté 7, son polynéme minimal.
On note K =Q(«) le plus petit corps contenant o et QQ, et d=[K : Q], le degré de I'extension de

corps Q) /Q.
(a) Montrer que 7, est un polynéme irréductible de Q[X] et que son degré est égal a d.

(b) Montrer que si ¢ est un morphisme de @ — algébre de K dans C, o(«) est une racine de
Tq, ¢’est-a-dire un conjugué de «. En déduire qu’il y a exactement d tels morphismes de QQ-algébre,
que l'on notera oy : K —C,ke{l,...,d}.

3. Soit a€ C un nombre algébrique et soit § € K =Q(«). Comme dans la question précédente,
les o avec k€{1,...,d} désignent les morphismes de @ — algébre de Q(«).

(a) Justifier que 6 est un nombre algébrique.

On pose ]
Py=T (X —au(6)) €Cx]
k=1

(b) Montrer que Py € Q[X].
(c) Justifier que 7y divise Py, puis montrer que Py est une puissance de 7.

4. Montrer qu'un nombre algébrique a est un entier algébrique si et seulement si son polynéme
minimal est & coefficients entiers.

5. Soit & un nombre complexe.

(a) Montrer que si « est un entier algébrique, alors le groupe additif G engendré par la partie
{a"™ ,neN} est de type fini.

(b) Réciproquement, montrer que si G est de type fini alors « est un entier algébrique.
INDICATION : En notant (gi,..., g,) une famille génératrice finie de GG, on pourra considérer
le déterminant du systéme obtenu en écrivant les éléments ag;, i€{1,...,n} comme combinaison
linéaire des g; .

6. En déduire que I'ensemble ® ¢ des entiers algébriques de C est un sous-anneau de C.
INDICATION : On pourra utiliser sans démonstration qu’un sous-groupe d’un groupe abélien de
type fini est de type fini.

7. Montrer que DcNQR=2%.

2im
oI Dans la suite, on considére le corps K =Q(({) ou (=e P avec p premier impair, et on
note D I'ensemble des entiers algébriques de K. On pose A=1—(.
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On définit la norme et la trace de tout élément € K =Q(() par
p—1
N(0)=T] ox(6)
k=1
et
p—1
Tr(0) =" _ ox(6)
k=1

o les o sont les morphismes de Q — algébrede Q((¢) définis dans la question 2 de cette partie. XK

3 Le corps Q(¢) et son anneau d’entiers

1. (a) Montrer que les morphismes de @ — algébre de ©Q(¢) sont les oy, tels que ox(¢)=C" , avec

ke{l,..,p—1}.
(b) i. Montrer que N({)=1et Tr(¢)=—1.
ii. Montrer que N(1—-{)=p et N(1+()=1.
2. Montrer I'inclusion Z[(]CDk.
3. Soit z€Z[(].
(a) Montrer que z€ Z[(]* si et seulement si N(z)e{—1,+1}.
(b) Montrer que si N(z) est un nombre premier, alors z est irréductible.

4. Le but de cette question est de montrer que I’ensemble G des racines de 'unité contenues
dans K est formé exactement des éléments de la forme +¢* | ke {0,...,p—1}.

(a) Justifier que G est un groupe fini cyclique, dont on notera n le cardinal.
(b) Soit w un générateur de G. Justifier que 2p|net que Q(()=Q(w).
(c) En déduire que n=2p et conclure.
5. On note (A\) =AZ[(], 'idéal de Z[(] engendré par \.
(a) Montrer que (A\) NZ=pZ.

(b) Montrer que pour tout k€{1,...,p—1}, on a

et en déduire que
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N =1ZI¢]=pZ[¢].

(c) Soit 1t le morphisme d’anneaux de Z[X] dans Z[C]/(\), qui & PeZ[X] associe
P(¢)(mod (\)). Déterminer I'image de v et montrer que ker ¢ est ’ensemble des polynémes P€Z[X]|
tels que P(1)=0(mod pZ).

(d) En déduire que Z[¢]/(A) est isomorphe a IF),.

(e) Que peut-on en déduire pour 'idéal (\) 7

6. On détermine ici la structure de Z[(]*. Le but est de démontrer que les éléments de Z[(]*
sont les ("¢, ou r€Z et € est un réel inversible de Z[(].

Soit ueZ[¢]* .
d
(a) Soit P=3"axX* €Z[X] un polynéme unitaire de degré d, dont on note ag, ..., ag les
k=0
racines complexes comptées avec leur multiplicité. On suppose que pour tout k€ {1,...,d}, aj est

de module 1.

i. Montrer que pour tout k€{0,...,d}, on a |ak|<(z> .

En déduire qu’il n’existe qu'un nombre fini d’entiers algébriques de degré d dont tous les
conjugués sont de module 1.

ii. En déduire également que les racines de P sont éies racines de 'unité.

INDICATION : On pourra considérer les polynoémes P, = [] (X —af), n€N, dont on montrera
. k=1
qu'ils sont dans Z[X].

(b) Soit PeZ[X] tel que u=P(¢). Montrer que, pour tout k€ {1,...,p—1}, up=P(C*) est
un conjugué de u, et que c’est un élément de Z[(]*.

Up

(c) Justifier que est un entier algébrique dont tous les conjugués sont de module 1.

Up_1

(d) En déduire qu’il existe m € Z tel que uu—ll =+(™M.
.

(e) 1. Soit #€Z[(]. Justifier qu’il existe un entier a €7Z tel que #=a(mod < A >). En déduire
que deux éléments conjugués de Z[(] sont égaux modulo <A >.

.o . u
ii. Démontrer que ——= (™.
p—1

(f) Justifier 'existence de r €Z tel que 2r=m (mod pZ). On pose e=("u. Montrer que e €R
et conclure.

7. Le but de ce qui suit est de montrer que g =7Z[(].
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(a) Montrer que pour tout § €D g, on a N(6)€Z et Tr(0) € Z.

(b) Soit #e K =0Q(({) un entier algébrique. Il existe des rationnels ay, ..., a,—2 tels que
p—2
0=" arc*
k=0

i. Pour k€{0,..., p—2}, calculer by =Tr(AC ™% — 0C) et justifier que by €7Z.

ii. Montrer qu’il existe des entiers co, c1,...,cp—2, que 'on exprimera en fonction des by,

tels que
p—2
p9:ch)\k
k=0

Justifier ensuite que pour tout k€{0,...,p—2}

b —Ig(—l)l@)cl

=k

iii. Montrer qu'’il existe 3€Z[(] tel que p=AP~13. En déduire que p|cy, puis que pour
tout k€{0,...,p—2}, on a p|c. Conclure.

4 Le théoréme de Fermat pour p=3

On cherche & démontrer dans cette partie que I’équation

P+ +22=0 (1)
n’a pas de solution entiéres non triviales, i.e., telles que xyz 0.
Soient x, yet z trois entiers relatifs tels que 2%+ y3+ 23 =0.

1. On suppose que 3} zyz. Montrer que 2> vaut +1 ou —1(mod9) et conclure & une impossibilité.
0L On traite a présent le cas 3|z yz. Dans la suite de cette partie, on note A=1— j avec toujours

24

j=e ® et on suppose que les entiers x, y et z sont premiers entre eux dans Z[j] (et pas seulement
dans Z), cas auquel on peut se ramener en divisant par leur pged dans Z[j]. Y0k

2. Montrer que 3 et A\? sont associés dans Z[j], ce que I'on a noté 3~\? .

3. Soit s€Z[j] tel que s70(mod ()\)). Montrer qu'il existe e € {—1, 41} tel que s3=¢(mod (A%)).
INDICATION : On pourra remarquer que tout élément s€Z[j] est congru & —1,00u 1 (mod (\)).

0L Par symétrie des roles de z, y et z, on peut supposer que 3|z (et donc 34z, 3} y puisqu’ils
sont premiers entre eux). En particulier, on a A |z, Af x et \f y dans Z[j].

On note n la valuation en A de z; il existe donc p€Z[j] premier avec A tel que z=puA" , et par
hypothése n>1. On a donc 3+ y 3+ p3A3" =0.
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La propriété suivante (qui pourra étre utilisée sans plus de justification) est donc vérifiée :

MaB6
(Py,):ilexiste o, 3,0 € Z[j] et w e Z[j]* telsque { « et [ premiersentre eux
a3_|_53_|_w)\3n53:0

Nous allons montrer que si (P,) est vérifiée, alors n>2 et (P,,_1) est également vérifiée. YK

4. Supposons (P,) vérifiée pour un quadruplet («, 3,5, w). En considérant les valeurs de o, 33
et w363 (mod (\*) ), montrer que n > 2.

5. Supposons (P,) vérifiée pour un quadruplet (o, 3,9,w). On montre dans cette question que
(Pn—1) est également vérifiée.

(a) Montrer que
—wX" 6= (a+ p)(a+58)(a+5°8).

(b) En déduire que \ divise chacun des facteurs a+ 3, a+j8 et a+ j23.

(c) Démontrer que ) est un pged de a+ et a+j3. En déduire que A\? divise exactement
I'un des éléments a+ 3, a+ 78 oua+ j23.

Quitte & remplacer 8 par j3 ou j23, on peut supposer que \?> divise o+ 3. 1l existe donc des
éléments K1, Ko et k3 de Z[j] tels que MY K1kaks et

a+ B=N""2k
a+ j08=Aka
a+ j28= k3

(d) Montrer que —wd> =r1K2k3 et en déduire qu'il existe des éléments 71, y2 et 3 de Z[4] tels
que pour tout 1€{1,2,3}, ki~~} .

(e) Démontrer qu’il existe deux inversibles 7 et 7/ de Z[j]* tels que

o ) U DAV B )

(f) Montrer que si T=+1, alors (P,_1) est vérifiée.
(g) Montrer que 7==1(mod (\) ), puis que 7 ¢ {5, —7, j% —j2}.

6. Conclure que I’équation (1) n’a pas de solution (x, y, z) dans le cas 3|zyz.

5 Le théoréme de Fermat pour p régulier et pfxyz
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0oX  On admet dans la suite que pour tout corps K de degré fini sur 3, son anneau des entiers
Dy vérifie la propriété suivante :

Tout idéal non nul de D g s’écrit comme produit d’idéaux premiers, de maniére unique a l’ordre
prés des facteurs.

Dans ce contexte, on dit que deux idéaux I et J sont premiers entre eux s’ils n’ont pas d’idéal
premier en commun dans leur décomposition en produit d’idéaux premiers.

L’anneau Z[(] qui est, d’apres les résultats de la Partie 3, 'anneau des entiers de K =Q(()
vérifie donc cette propriété de factorisation de ses idéaux.

On suppose dans cette partie que p>3 est un nombre premier régulier, ce qui signifie que si 1
est un idéal de Z[(] tel que IP est principal, alors I est lui méme principal. On rappelle que 'on a
noté A=1—( et que certaines propriétés de I'idéal (\) ont été étudiées en Partie 3, question 5.

On démontre dans cette partie que ’équation
2P+ yP+2P=0 (2)

n’admet pas de solutions entiéres non triviales dans le cas ou ptfzyz.

Par ’absurde, on se donne trois entiers x, y, z € Z deux & deux premiers entre eux dans Z, tels
que pY¥ zyz et qui vérifient 'équation (2). YoX

1. Montrer ’égalité d’idéaux .
p—
T] w+ Chy) = (29)

k=0

2. Soit deux entiers k et [ tels que0 <k << p—1. On montre dans cette question que les idéaux
(x+ CFy) et (x4 Cly) de Z[¢] sont premiers entre eux. Par I'absurde, soit 9B un idéal premier divisant

(w4 Cry) et (z+ Cly).
(a) En considérant (x + Cly) — (x + (*y), montrer que \y € B.
(b) Montrer que y¢9, en déduire que x+y€ (\ ) NZ et conclure a une absurdité.
3. Justifier I'existence d’un idéal I tel que (x+(y)=1P .
4. Montrer qu'il existe r€Z, ¢ réel inversible de Z[(] et a€Z[(] tels que z+ (y=_"ea? .

5. Montrer qu'il existe a €7Z tel que aP=a(mod (p)) (attention, ici (p) =pZ[(] et non pZ) et en
déduire que

2C +y¢t T — (" —y¢" ! =0(mod (p)).

6. Supposons quer=0(mod pZ). Montrer alors que p|y dans Z, ce qui est contraire & ’hypothése.

On montrerait de méme que I’on ne peut avoir r=1(mod pZ), ce que I'on admet.
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7. D’apreés la question 5, il existe € Z[(] tel que

"yt —a " —y¢" = Op.
Montrer que deux des entiers +r, +(1 —r) sont égaux modulo p; en déduire que 2r=1(mod pZ).
8. Montrer que fp¢" = (z—y)A, puis que x=y(mod pZ).

9. Conclure & une absurdité.
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SOLUTION

I Exercices préliminaires

1- Soit B € Z[X] un polynéme unitaire, et A € Z[X].
Montrons par récurrence sur n=deg(A) que:

A=B.Q+R

HQ, ReZX] tels que{ deg(R) < deg(B) ou R=0

Remarquons tout d’abord, si deg(B) =0, on a alors B =1, donc le résultat est trivial, puisque
pour tout A€ Z[X],ona: A=B x A.

On suppose dans la suite que deg(B) > 1.

Pour n =0, on a pour tout A € Z[X], tel que deg(A) =0, on a

A=0xB+ A

Avec
deg(A) =0<deg(B)

Donc le résultat est vrai pour n=0.

Soit n € N, supposons que le résultat est vrai pour k=0, 1,...,n et montrons le pour n+ 1.
Soit A € Z[X], telque deg(A)=n+1.

On peut écrire A comme:

A=XA1+ag
Avec

A1€Z[X]

a0 = A(0) € Z[X]

On tire deg(A1) =n, donc d’aprés 'hypothése de récurrence, on a l'existence de Q1, R; € Z[X]
tel que :

{ A=BQ1+ Ry

deg(R1) < deg(B)
On a alors
A=B(XQ1)+XRi+ao (3)
Or
deg(X R1) =1+ deg(R1) < deg(B) (4)

Si deg(B) > deg(A):
—Si deg(B) > deg(A):
On a

A=0xB+ A
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Donc le résultat est vrai.
—Si deg(B) =deg(A):

On note

n+1

A= Zaka

k=0

Et
n
B=X"14) "ppX*
k=0
Avec ag,...,an+1,b0,...,bn€Z
On a
n
A—app1B = Z(ak — an+1bk)Xk

k=0

Donc

n
A = app1B+ Z(ak — an+1by) XF
k=0
n
Avec deg( > (ak — an+1bk)Xk> <n+1. Donc par 'unicité de la division euclidienne, on a le
k=0
résultat, puisque

Ap41 € Z[X]
Z (ak — an+1bk)Xk S Z[X]
k=0

On suppose dans le suite que deg(B) < deg(A).
D’aprés (2), on a
deg(XR1) < deg(B)
< deg(A)
n+1

Donc deg(X Ry) < n.
Si R; =0, alors d’aprés (1), on a

A:B(XQl)—l—ao

Avec XQ1 € Z[X], et ap€ Z[X]. Clest fini!
Sinon ( R #0), on a

deg(X R1) €[0,n]

Par hypothése de récurrence, on a l'existence de Q2, Ra € Z[X], tel que

XR1=BQ2+ Ry
deg(R») < deg(B)
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Donc via (1), on a

A = B(XQ1)+BQ2+ Ra+ap
= B(XQ1+ Q2)+ Ra+ao

Avec X Q1+ Q2€ Z[X], Ra+ ap € Z[X] et deg(R2+ ap) < deg(B).
D’ou le résultat par récurrence.

I1 ne reste que le cas ou deg(A) ¢ N, donc deg(A) = —o0, c’est-a-dire A=0.
On a

A=0xB+0
Avec
0€Z[X]
deg(0) = —oo < deg(B)

D’ou le résultat.

2.a- Ona

R
1+]+32:1_]]. =0

Donc P(j)=0, ot P=X?+ X +1€Q[X], et donc j est algébrique de Q.

*Déterminons le polynéme minimal de j:
Lemme 1.
Soient o € C, et P € Q[X] annulant «, alors mq|P.

Démonstration.
Puisque 7,70, et Q[X] est euclidien (car @ est un corps), alors il existe (Q, R) € Q[X]? tel que:
P=Qr.+R
deg(R) < deg(mq)
On a

R(a) = P(a) = Q(a)ma(a) =0

Donc R annule «, de plus deg(R) < deg(m,,), et 7, est par définition est le polyndéme non nul,
unitaire, annulant «, et de degré minimal. Et puisque deg(R) < deg(m,), alors forcément R=0.

D’ou
To| P O

Montrons maintenant que m; = X 21X +1

Vu que j%2+ j+1=0, alors | X 24+ X +1. Et donc pour conclure, il suffit de montrer que
X2+ X +1 est irréductible sur Q[X].

On a le discriminant du trinéme X2+ X +1 est —3 < 0.

Donc X2+ X + 1 est irréductible sur R[X].

Or @ est un sous-corps de R, alors X2+ X + 1 est irréductible aussi sur Q[X]

Via la relation 7;|X?+ X +1. et X2+ X +1 est irréductible aussi sur Q[X], alors ou bien 7;
est inversible ou bien ;est associé & X2+ X + 1.
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Avec deg(mj) > 1, alors mjet X2+ X + 1 sont associés, de plus ils sont unitaires, donc ils sont
égaux.
D’ou

mi=X2+X+1

2.b- Montrons que
Zlj)={a+bj; (a,b) € Z%}

Soit (a,b) €72, on a a+bj=P,4(j), avec P p=bX +a € Z[X], donc a+bj € Z[3].
D’ou

{a+bj; (a,b) € Z°} C Z[]

Montrons maintenant que Z[j] C {a +bj; (a,b) € Z*}.
Soit «v € Z[j], alors par définition il existe P € Z[X] tel que o= P(j).
En utilisant la question 1 de cette partie, Puisque X2+ X + 1 € Z[X]est unitaire, on a 'existence
de @Q, R € Z[X] tel que :
P=Q(X*’+X+1)+R
deg(R) < deg(X?+ X +1)=2

Donc
a=P(j)=Q()(j*+j+1)+R(j)=R(j)

Ecrivant R=b; X + a1 € Z[X], on a alors a =byj + a1 € {a +bj; (a,b) € Z*}
D’ou

Z[j) C{a+bj; (a,b) € Z*}

Finalement
z]j)={a+bj;(a,b) € 2}
Si vous étes intéressé, je vvous invite & montrer la généralisation suivante:
Généralisation 1.

24

Soit n € N tel qu n > 2, notons u,=¢e¢ » . On a

Zluy) ={ao+ arun+ -+ + an_2u2_2/(a0, aty...,an_2) €Z" "1}

2.c-  Soit z € Z[j], on a l'existence de (a,b) € Z>tel que z=a + jb.

On a!
N(z) = zz
= (a+jb)(a+ jb)
= (a+jb)(a+ ;%) (5)
= a’+ab(j2+j)+b?
= a’—ab+b? (6)

1. (3): car j=j% et (4): car j24 j=—1.
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a’+b2>2|ab|

Donc
N(z)>2labl|—ab>0

D’ou N(z) € N.
Si z € Z[j] est inversible dans Z[j], alors par définition il existe z’ € Z[j] tel que z.z'=1.
On a alors

N(z.2)=N(1)=11=1

Et

Donc N(z)N(z')=1et N(z),N(z') €N, alors N(z)=1.
Déterminons les éléments de Z[j]*.
Onaz=a+bj,ona,beZ. et N(z)=1, donc

a’?—ab+b’=1

Donc
ab+1=a’+0b2>2|ab

Ainsi
(lab| —ab) + |ab| <1

Avec |ab| —ab, |ab| € N.
Alors
{ \ab\—ab—Oou{ lab] —ab=0 ou { lab| —ab=1
lab] =0 labl =1 labl =0

Et { labl —ab=0" g yivalent & (a=0ou b=0),

lab|=0
Si a=0, on a dans ce cas on a 1 = N(2)=b2 donc b=1ou b=—1.
Dou z=j ou z=—j.
Sib=0,de mémeonaa=1oua=-—1. et donc z=1 ou z=—1.

ab>0
ab=1"

lab] —ab=0
lab]=1

équivalent a [(a=1 et b=1) ou (a=—1letb=—1)]
Donc z=14+jouz=—-1—j

Et le systéme d’équations { «équivalent a {

Or { Izzligbzl n’admet pas de solutions.
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Ainsi
Z[]]Xg{_lvlv_.?vja_l_]71+]}

Réciproquement, on a
(1 =
12 =
—j(1+j) =
Jj(=1-j) =

—_ =

Donc par définition
{—1’1’—]’]’—1—]’1+]}QZ[]]X
D’ou
Z[]]X:{_Lla_]a]a_l_]>1+]}:{_1a17_.7)])_]2’]2}
2.d- Soit z € Z[j] et y € Z[j]\{0}. Cherchons ¢ € Z[X] tel que N<%— q) <1.
Notons

r=a+jb et y=c+ jd

On a
z _ a+jb
Y c+jd
_ (a+jd)(c+5%d)
2 —cd+ d?
_ ac—ad—i—bd+ . bc—ad
T 2 _cdra® T —cdtra®
Notons
_ac—ad+bd _ be—ad
v @ SR PE e €
Lemme 2.
Soit a € R, alors il existe t, € Z, tel que |a — t4| g%
Démonstration.
Onasia—|a]> é, alors
1
(la)+1)~a=(la) ~0) + 1<%
D’ou le résultat. U

En particulier 3t,, 5 € Z tel que
| —to| <

1B —tg]

/N
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Notons g =t,+ jtB € Z[j], on a
N(£-4) = Nl(a-ta) +5(5-15)

a—ta)? — (@ —ta) (8 —tg) + (8 —tg)>
[(a—ta)?+ (8 —t5)?]

—~

/N /AN
o] o | w

A

Dot le résultat.
Montrons que Z[j] est euclidien

Pour tout z,y € Z[j] tel que y#0, on a 'existence de ¢ € Z[j] tel que N<%— q) <1

On a alors z =yq+ (z — qy) avec N(x—qy):N(y)N<%—q> < N(y)
Et x — qy € Z[j].
D’oti 'application N:Z[j] — R vérifie pour tout z, y € Z[j] tel que y #0, 3(q,r) € Z[j]? tel que

{ r=qy+r

N(r)<N(y)
D’ou Z[j] est euclidien.

3- Les polyn6émes cyclotomiques

3.a- Montrons que

xXn—1=]]®aX)
dln

Notons U, ’ensemble des racines n-iéme de 'unité. Montrons que
Un= I_lﬂé
d|n

Soit d € N, tel que d|n, et soit z € '
On a z est une racine d-iéme de 'unité donc 3k € N, tel que z = exp( 2Mk)

d
On a alors
n_ 2imkn \ AN
z exp( pi )exp(?mkg)l

Donc z € Uy, ensuite p; C Uy, et ceci pour tout d € N, tel que d|n
Donc

Uricu,
dln

Réciproquement, soit z € U, alors il existe k € [0,n — 1], tel que z= exp< 2ik7r)

n
Notons

Onan'Ak'=1, et
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Avec n'|n, et n’ Ak =1, alors z € pjy C | pg-

dln
Donc
Un | Jus
d|n
Par suite
Un= UN&
d|n

Il ne reste qu’a montrer que |J yj est disjoint.
d|n

Plus généralement, soit k, ! € N*, tel que k% [, montrons que pujNu; =<

Par I’absurde, supposons que ujN uf # &, alors 3z € puj N uf

Donc

20k

k1 €0,k — 1] telque z = exp(
et
Al €[0,1—1] telquez:exp<

) et kink=1

20l
{

> et HAl=1

Par symeétrie, on peut supposer que k <![. On a alors

Xp< 21 ]Zjﬂ?T) _ eXp< 2i llllﬂ—> =exp(2ilim)=1

Donc % € 7Z, donc k|kil,avec ki A k=1, donc d’apres le lemme de GAUSS, on en déduit que
k|l,absurde! avec k,l € N* et k <.

D’ou

pEN pf =2
Ainsi

Uwa=| |

dln dln
Donc

Un= |_|,u3
d|n

A partir de ce résultat, on peut déduire que:

xr—1 = J[(X-2)

zeU,

= II x-2

z€ | pg

dn
0T

dln
= [[®«(X)

dln
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3.b- En déduire que ¢,(X) € Z[X],
Montrons le résultat par récurrence sur n € IN*
Pourn=1,ona ®;=X —1€Z[X].
Soit n € N*, supposons que ®1, ®o, ..., ¢, € Z[X], et montrons que ®,,41 € Z[X].
On a d’aprés la question précédente

Xt —1=®, 11 [] ®a
d|n+1
d<n

Par hypothése de récurrence, on a [ ®g€ Z[X], de plus ] Pg4 est unitaire. En utilisant la
dln+1 dln+1
. C d<sn d<n
question 1 de cette partie, il vient

IQ,R) e ZIX]}, X"+ —1=Q [] ®a+R

d|n+1
d<sn
Et
deg(R) < deg H Q4
d|n+1
d<n
On a pour tout a € C racine de [[ ®4, on a
dln+1
d<n
R(a)=a"t1—1-Q(«) H Py(a) =0
dln+1
d<n

Donc « est aussi racine de R.
Avec deg(R) <deg[ ][ ®4 ), donc forcémént R=0.

d|n+1
d<n
D’ou
xntl_ 1= Q H d,
d|n+1
d<n
Avec
Xn+1
= —— X
q)n+1 H oy QGZ[ ]
d|n+1
d<n

D’ou le résultat par récurrence.

3.c- Soit p un nombre premier

3.c.i- On a pour

N Y (LSS yE OB

k=1
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On a pour tout k€ [1,p—1], <p> :k!(pp—!_k)!, donc

k
pl=Fkl(p— k)!(i)

Avec Vi€ [1,k], pAi=1, donc pAk!=1,et Vie[l,p—k], pAi=1, donc pA(p—Fk)!=1

Ainsi pAEl(p—k)!=1, avec p|k!(p — k)'(g), donc d’aprés le lemme de GAUSS, on a

()
()

Ainsi
D’ou
p—1
AXP—1—(X-1)")= 7 (DY) )x*t=0
(1)
Donc
A(XP—-1)—7a((X —-1)P)=0
D’ou

D’ou le résultat.

3.c.ii- Soient P et () deux polyndmes unitaires non constants dans Z[X]| tels que X? — 1= PQ).
Montrons que P divise P(1) et Q(1).
On a d’aprés la question précédente

A(XP—1)=(X —1g,)P

Donc

T (P)7(Q)

(X —1g)?

Puisque P et () sont non constant, alors 7(P) et 7(Q) les aussi.
Par unicité de la décomposition en irréductibles dans Z/pZ[X], on en déduit I'existence de
ke[l,p—1] tel que

#(P)=(X —1g,)"
7(Q)= (X —1g,)P~*

Donc

=N

#(P)(1F,) = O,
(Q)(1F,) =0F,
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Ensuite

Donc p|P(1) et p|Q(1).

3.c.iii- Montrons que ®,, est irréductible de Q[X].
Par I'absurde, supposons que ®, n’est pas irréductible de Q[X].

Alors ils existent P, Q C Q[X] tel que ®,=PQ, et P, Q sont non-constants.

D’aprés le résultat admis, 3r € Q), tel que
rP e Z[X]
~QE LX)
Notons Pi=rP et (1 :%Q. On a alors
¢, = P11

Avec Py, @ € Z[X] sont non-constants.
Notons

Ry(X) = &p(X+1)
-1

m

1
Et notons P, = Zaka et Q1= S b X oul,k>1etao,...,a,bo,...
k=0

k=0
Or pour tout k € [[0,p—2]],p|<kf_1>, donc dans Z/pZ[X], on a
7 (Rp(X)) = X7~

Donc
7(P1Q1) = XP~!

Ainsi
#(P)7(Q1) = XP!

Par unicité de la décomposition en irréductibles dans Z/pZ[X], on a

T(P) = (lel

31
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Et
7(Q1) = b X™

Ainsi dy=0 et bg=0, donc p|ag et p|bo, ainsi p?|agho

Or
apbp = <11)> =p

Alors p?|p, absurde!
D’ou @, est irréductible.

24

3.c.iv- Soit (=e ? .

On a ( est une racine primitive de I'unité, donc ®,(¢) =0.
Donc

m¢| Py

Or d’apres la question précédente, on a ®,, est irréductible, donc ou bien 7¢ est constant ou bien

m¢est associé a P,

Avec 7 est non constant, alors 7¢ et ®,, sont associé, de plus ils sont unitaires, alors ils sont égaux.
D’ou

=,

QIO ={P(¢)/PeQ[X]}

est un corps (facile a vérifier).
De plus, si P € Q[X], on a par division euclidienne de P par ®,, on a l'existence de Q, R € Q[X]?

tel que
P=Q®,+ R et deg(R)<p
p—1
Notons R= 3" a;X*, on a
k=0
p—1
P(Q)=R(¢) = arck e vecty(1,¢, ..., ¢P7Y)
k=0
Donc

Q(¢) Cvectg(L, ¢, ..., ¢P)

Réciproquement, pour tout k € [0, p — 1], on a ¢¥ € Q(¢), avec Q(() est un Q-espace vectoriel.
Alors

vectg(l, ¢, ..., (p_l) C Q)

D’ou
Q(¢) = vectq(1, ¢,- ., ¢P7Y)

Ainsi la famille (1, ¢, ..., (P?7!) est génératrice de Q(¢), montrons qu'elle est Q-libre.
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Pour cela, soient ao,...,a,—1€ Q, tel que

p—1
Zakgk =0
k=0

p—1
=0, avec deg( > apX k) < p—1< p. donc par minimalité du degré de
k=0

p—1
Donc Y apXF
k=0

X=¢
p—1
¢ =Py, on a forcément ) arX*=0, par suite ag= - - - =ap_1=0.
k=0
Dot (1,¢,...,¢P71) est @Q — libre.

Donc

[(Q(C): Q] =dimg(R(C)) =p

D’ou 1 ’extension du corps Q(¢)/Q est de degré p.

4- Matrice compagnons

4.a- Soit k€ {1,...,n—1}, Par récurrence fini sur k, on peut montrer facilement que

k
Cb€1::€k+1

Donc pour tout @ € C[X]non nul de degré inférieur ou égal & (n — 1), si on note:

n—1
Q=Y ux
k=0

On a
n—1 n—1
Q(Cper= ZakC;fel = Zakek-H #0
k=0 k=0
Car (ey,...,ey,) est C-libre, et (aog,...,a,—1)sont non tous nuls.
Donc

Q(Cp) #0

En particulier, le degré du polynéme minimal 7¢, est supérieur ou égal a n.
Or

deg(mc,) < deg(xc,) =n
Avec xc,: le polyndome caractéristique de C,.
Donc

deg(wcp) =n

4.b- On a d’aprés la question précédente

1
Cy le1=ey
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Donc
—a1 n—1
ngzopen: ) = —Zakek_H
’ k=0
—On-1
Donc
n—1
P(Cp) =Cp+ Y _axCy
k=0
Pour tout j €[2,n], on a
n—1
P(Cple; = Cpej+ ZakCSej
k=0

n—1
i—1 j—1
= CH(CITlen) + > arCp(Cy ™ len)
k=0
L’égalité reste vrai aussi pour j =1, donc pour tout j € [1,n], on a

n—1
P(Cple; = Cgﬂ_lel + ZakC’gﬂ_lel
k=0

n—1
= Cg_1<C£61+ZakC]§61>
k=0
) n—1 n—1
- Cg_1<—Zakek+ Z%%)
k=0 k=0
=0

Donc e; € Ker(P(Cp)) et ceci pour tout j € [1,n], donc Ker(P(Cp))=C".
Alors

P(C,) =0

Ensuite

7r(jp|P
Avec deg(mc,) = deg(P), et T, et P sont unitaires, donc m¢, et P sont égaux.

4.c- On a d’aprés le théoréeme de Cayley-Hamilton 7¢,|xc,, avec deg(mc,) = deg(xc,) =n
Donc m¢, et xc, sont associés, de plus ils sont unitaires, alors

xc,=7c, =P

4.d- Montrons que
Xoon = [[(X — Q(aw))

k=1
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Puisque C est algébriquement clos, alors M est trigonalisable, donc 3P € GL,,(C) et T € T;, o(C)
tel que

M =PTP!
On a a1,...,ay, sont les racines de xjs, donc il existe une permutation o:S,, — S, tel que
Qg(1) * . *
0 040(2 *
T pu—
*
Qg (n)
On a pour tout k€ N,
0(1 *
0 ao(Z *
MkE=PpP p-1
*
O‘g(n)
1
Notons Q@ = " axX*, on a alors
k=0
U(l *
) 0 040(2 *
QM) = > aP p!
k=0 %
O‘ﬁ(n)

Zakao(l *
Zakag(2
= P 0 . p—l
. k
. 0 I
0 0 0 0 Zakaﬁ(n)
k=0
Q(aa(l)) * *
0 Qlasm) *
= P 0 p-!
k
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Ainsi

XQ(M) = det(XIn — M)

Q(aa(l)) * . . *
0 Qg(2)) x
= det| P : 0 ’ p-1
*
0 0 0 0 Qayn)
Q(aa(l)) * *
0 Qlagm)
— det| Px P1x 0
*
0 0 0 0 Q(aa(n))
Q(acr(l)) * *
0 Qlage) *
= det 0
*
0 0 00 Q(aa(n))
= H X Q Ao (k) ))
= H (X — Q(ax))

4.e- A est un sous-anneau de C, et Q € A[X].
Soit P € A[X] unitaire dont a4, ..., a, les racines complexes comptées avec leur multiplicité.
On a puisque P € A[X], alors Cp € M;,(A), avec M,,(A) est un anneau, alors

Vk €N, Ck € My(A)

Ensuite

VR € A[X], R(C,) € M,(A)

En particulier
Q(Cp) € Mn(A)
Donc

XI,—Q(Cp) € My(A)

Par définition de déterminant, et puisque A est un anneau, on en déduit que

XQ(cy) = det(X I — Q(Cy)) € A[X]
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Or le polynome caractéristique de C), est P, dont les racines sont ay, ..., ay, alors d’aprés la
question précédente, on a
n
IIQY Qo))
k=1

Enfin
[T (X - Q(aw)) € A[X]

k=1

IT Nombres algébriques

l.a- On a ¢:N*— N définie par :
Vn e N* p(n)=card{k € [1,n],kAn=1}

Soit d > 1 un entier, Montrons que

{neN*, ¢o(n) <d} estfini

On a pour tout n > 2, si on écrit
T
(o7
— J
n= lej
Jj=1

Ou i <...<ir€N* (pi)ien~est la suite des nombres premiers et o, ..., q; € N*

On a
H(“a)

Or pour tout i € N*, on a P; > (i+ 1) (Car la suite (p;)icn+ est une suite d’entiers strictement
croissante avec p; =2).

Donc
. 1
> 1—-
o) = a][(1- 1)
j=1
ir
1
= 1l——
nH< ]+1>
7j=1
_n
g1
Avec

r r
o, ;. I .
n= | |pijzj 2 | Ipi;] >20¢11+ +alr>2lr
" i=1
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Donc
. _log(n)
<
S Tog(2)
Ainsi
n
> ~ -
@(n) = log(n) + 1 n—>+0010g(2) log(n) TL—>_-|)-OO ‘I’ o0
log(2)
Donc ANy €N, Vn > Ny p(n) >d.
D’ou

{neN%, p(n) <d} C 1, No—1]
On en déduit que {n € N*, p(n) < d} est fini.

1.b- Soit K un sous-corps de C, tel que K /(Q est une extension fini.
Montrons que K contient un nombre fini de racines de 'unité.
Soit w une racine de Punité, donc par définition In € N, tel que v =1.
Soit ng le plus petit des entiers non nuls tel que u™0=1.
Alors u est une racine ng-iéme primitive de 'unité.
On a alors

D, (u) =0

Avec @y, est irréductible sur Q[X], alors mq = ®p,,.
Donc Q(u)/@Q est une extension fini de degré =deg(®y,,) = ¥ (no).
Donc

p(no) < [K: Q]

Ainsi

ue U {aeC/a™=1}
no€ IN*
©(no) <[K:Q)

Or Vnoe NN, {a € C/a" =1} est fini, et d’aprés la question précédente, on a ’ensemble

{noe N*/p(no) < [K: Q]}
est fini.
D’ou le résultat.

2.a- Montrons que 7, est irréductible de Q[X].

Soient P, Q€ Q[X], tel que 7, =PQ.

On a P(a)Q(a) =ma(a) =0, donc P(a) =0 ou Q(«a) =0.

Par symétrie, on suppose que P(a)=0. donc my|P. car P est non nul (si c’est le cas, on aurra
o =0 ce qui contredit le fait que deg(my) >1).

Avec deg(P) < deg(my), donc forcément deg(P) =deg(my).

Ainsi P et 7, sont associés.

D’ou 7, est irréductible de Q[ X].
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Notons n = deg(m,). Et soit P € Q[X].Par division euclidienne de P par 7,, on a 'existence de
Q, R € Q[X] tel que

P=Qn,+R
Donc
P(a) = Q(a)ma(a) + R(a) = R(a) € vecty(1, cx, ..., @™ 1)
Ainsi
Q(a)={P(a)/P e Q[X]} Cvectg(l,a,...,a™ 1)
En particulier, la famille (1, c,...,a" 1) est génératrice de Q(c).

Et si ag,...,an—1 € Q, tel que

n—1
Zakak:()
k=0

n—1 n—1
Alors 74| 3 arpX*, avec deg(ma) =n, alors 3 apX*=0, ainsi ap="---=ap,_1=0
k=0 k=0
D’oit la famille (1,a,...,a" 1) est Q-libre.
Par suite la famille (1,c,...,a" ) est une base de Q-espace vectoriel K = Q(«)
Donc
d=[K: Q] =dimg(K)=n
D’ou

deg(my) =d

2.b- ¢ un morphisme de Q-algébre de K dans C.
Montrons que o(«) est une racine de 7.

d
Notons mp= > apX*, on a m,(a) =0, donc
k=0
d
Zakak =0
k=0
Ainsi
d
O'( Zakak> =0
k=0
Par suite
d
Zaka(a)k =0
k=0
D’ou
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D’ou le résultat.
Montrons qu’il y a exactement d morphismes de Q-algébre.

Lemme 3.
Soit P € Q[X] irréductible, alors les racines complexes de P sont deux a deux distincts.

Démonstration.
Si P admet une racine double o € C, alors « est aussi racine de P’
Donc on a P A P’ est non constant dans C[X].

Or la division euclidienne est invariante par extension du corps, donc d’aprés l'algorithme
d’EUCLIDE, P A P’ reste non constant dans Q[X].

Or P est irréductible, donc P A P’ = P, en particulier P’|P.
Et puisque deg(P’) =deg(P) — 1 < deg(P), alors P’=0, donc P est constant, absurde!
D’ou le résultat du lemme. O

On en déduit que 7, admet exactement d recines complexes, on les note par azy,..., ag avec a; =q.
Soient o, 7: K — C, deux morphismes d’algébre tel que o(a) =7(«). Montrons que o =7
n

Soit x € K = Q(a), alors il existe P= 3" a;X* € Q[X], tel que z = P(a)
k=0

o(x) = 0( Zakak>

On a alors

Et ceci pour tout x € K, donc o =7, donc un morphisme d’algébre K — C est determiné par
I'image de . Avec cette image est une racine de 7.
On en déduit qu’on ait exactement d morphismes de Q-algeébre, o: K — C, ou k€{1,2,...,d}.

3- Soit @ € C un nombre algébrique, et § € K = Q(«)

3.a- Justifiant que 6 est un nombre algébrique.
On a Q(€) est un sous-algébre de Q(w).
Or « est algébrique, alors I'extension du corps Q(«)/Q est fini, donc Q(#)/Q est aussi fini,

(Car Q(#) est un sous-algébre de Q(«v) ).
D’ou 0 est un nombre algébrique.

d
3.b- Montrons que Py= [ (X —ox(0)) € Q[X]
k=1 n
Comme 6 € Q(a), alors IR= 3" ar X" € Q[X] tel que 6 = R(a)
k=0
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On a pour tout k€ [1,d]

j=0
= Zajak(oz)j
j=0
= R(ok(a))
Donc
d
Py=T[ (X - R(ow()))
k=1

Or o1(a),...,04() sont les racines de 7, € Q[X], et R € Q[X].
Donc d’aprés la question 4.e de la partie I, on a:

d

Py=[[(X —R(or(a))) € Q[X]

k=1

3.c- Justifiant que my divise Py. avec la méme notation précédente qu’on a utilisé & la question
n

précédente: = 3" a;0 ol ag, ..., a, € Q.
=0
On a ’
d
Py(9) = J](0—on(0))
k=1
d n n
=[S o S
k=1\ j=0 j=0
d n
= TI| D e’ —ow(a))
k=1\ j=0
Or oi(a),...,04(a) sont exactement les racines de 7.
Donc
ko€ [1,d] op() =
On a alors
n d n
Py0) = | D ajlad—ad) | T] | D _ajla? —ox(a)?)
j=0 k=1 \ j=0
k#ko
=0

Avec Py e Q[X] (d’apres la question précédente), alors via le lemme 1 on en déduit que mg| Py
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Montrons maintenant que Py est une puissance de my.
Notons

Ag={k €N /m|Pp}

On a d’aprés la premiére partie de cette question 1 € Ay, donc Ay + &. ainsi cette partie de IN
admet un plus grand élément notons ko= max (Ayp).

On a alors 7| Py et 750" Y Py,

Donc il existe Q € Q[X], tel que Py= Qmy°

Avec mpf Q) et my est irréductible, alors Q Amp=1.

Par suite via le théoréeme de BEZOUT?, on a l'existence de R, S € Q[X] tel que

Rmg+5Q=1 (7)

Par ’absurde, supposons que () est non constant.
Alors d’aprés le théoréme fondamental de ’algébre, @ est scindé sur C, de plus tout ces racines

sont des racines de Fjy.
l

Notons mg= Y 3;X7
j=0
On a les racines de Pysont 01(0),...,04(0). Et pour tout k€ [1,d] on a

mo(ox(0)) = mo(ok(0))

Soit v un racine de @, et puisque les recines de () sont des racines de Py alors il existe ko € [1, d]
tel que

Y= Uko(e)

via la relation (5) on a

1= R(0k,(0))mo(0k(0)) + S (0k0(0)) Qok,(6)) =0
absurde !

D’ou @) est constant, avec Py et my sont unitaires alors @ =1.
Par suite

Py=rpe

2. Le théoréme de BEZOUT est valable sur Q[X], car ’anneau Q[X] est euclidienne (car @ est un corps), donc Q[X] est
un anneau de BEZOUT.
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D’ou le résultat.

4- Soit a € C
=) Si « est un entier algébrique, alors par définition, il existe un polynéme unitaire, a coefficients
entiers tel que P(a)=0
On a alors 7, | P, donc 3Q € Q[X], tel que P=m,Q.
o € Z[X]
1Q e Z[X]
On a le coefficient dominant de rr,, est r, donc r € Z.

D’aprés le résultat admis, on a Ir € Q) tel que {

De méme le coefficient dominant de %Q est %, alors %6 7.

Ainsi r € {—1,1}, d’ou £7, € Z[X], donc 7, € Z[X].

<) Si 7w, € Z[X],

puisque my () =0, alors par définition « est un entier algébrique.

5.a- Si «a est un entier algébrique, notons d = deg(my)
Soit z € gr{a™/n € N}, donc Iny,...,n. €N, et ay,...,a, € Z tel que

x:alanl _I_ “e e _I_aran'r

Notons
P= iakX”k € Z[X]
k=1
Via la question 1 de la partie I, on a 'existence de @, R € Z[X] tel que
P=m,Q+R

Et deg(R) <d—1.
On a donc

z=P(a)=ma()Q(a) + R(c)

Donc z s’écrit comme combinaison linéaire a coefficients entiers de 1, a, ..., %!

D’ou le groupe engendré par {a"/n € N} est de type fini.

5.b- Réciproquement si G est de type fini,Montrons que « est un entier algébrique.
Soit (g1, .- -, gn) une famille génératrice fini de G.

Notons pour tout i € [1, n]
n
agi= Zai,kgk
k=1

Ou aj €%, Vi, ke[l,n]
g1
g2

Notons A = (ai k)1<ik<n €t X =

9n
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On a alors
aX=AX

Donc
(A—al,)X =0

En particulier

A—al, ¢GL,(C)

D’ou
det(A —al,)=0

Ainsi

cEeS), )

ST (D (o). — 00o5).:) =0
=1

Ou (o) € {—1, 1} est la signature de o, Yo € S,,.
D’ou

P(a)=0

Avec
e(o)
P=> " (=1)""T] (0@ — X80(.:) € ZIX]
ocES, i=1
D’ott « est un entier algébrique.

6- Montrons que D¢ : 'ensemble des entiers algébriques de C est un sous-anneau de C.

On a 0 € D¢ (car mo=X € Z[X]) donc De#9.

Soient o, 8 € D¢.

Les deuc groupes Go: =gr{a™/n € N} et Gg: =gr{3"/n € N} sont de type fini.

Donc il existe une famille (g1, ..., gn) (respectivement (I1,...,l;)) génératrice de G, (respecti-
vement de Gg).

On a pour tout ¢ € N, Ja; 1,...,ain €%, tel que

n
o= Zai,kgk
k=1

Et pour tout ¢ € N, 3b; 1,...,b;.m € Z, tel que

Bi= Zbi,klk
k=1

Pour tout = € G5 =gr{(aB)™/n €N}, on a I'existence de ¢y, ..., c, € Z tel que
B8 =8

2= cj(ap)
§=0
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On a alors

r = icjoﬂﬂj
=0
= ch<zaj,kgk><zbj,ili>
i=0 \k=1 i=1
= ZZZCjaj,kbj,igkli

j=0k=1i=1

n m T
= ZZ ZCjaj,kbj,i gkl

k=1i=1\ j=0

T
Avec pour tout k€ [1,n] et i€ [1,m], > cja;1bj,i € Z.
j=0
Donc la famille finie (gxli)1<r<n est une famille génératrice de Gygp.
1<i<m
D’aprés les questions 5.a et 5.b de cette partie, on déduit que af € D¢.
Et pour tout y € Go—g: =gr{(a— )" /n € N}, on a 'existence de co;...;c, € Z tel que

y=> cjla—pB)
§j=0
On a alors

y = Y cla—p)
=0

=3 (ot v

j=0k=0
= ZZ(%)Cj(—l)j<Zaj_k,igi> (Zbk,sls>
j=0k=0 i=1 s=1

= iiii(i)cj‘(—l)jag‘—k,ibk,sgils

j=0k=0i=1s=1

= ii ii(i)cj(—l)jaj_k,ibk,s gils

i=1s=1\ j=0k=0

roj . )
Avec V(i,s) € [1,n] x [1,m], on a Zkz (i)cj(—l)Jaj_mbk,s €.
§=0k=0
Alors la famille finie (gils)1<i<n est génératrice de Go_ 3.
1<s<m

D’ou d’aprés ce qui précéde a — 3 € De.
Par suite D¢ est un sous anneau de C.

Montrons que DN Q =7Z.
Tout d’abord pour tout z € Z, on a X — z € Z[X] annule z, donc z € D¢, de plus z € Q.
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Ainsi z € DN Q.

Par suite Z< DN Q.

Réciproquement pour tout z € DN Q.

On a X —z € Q[X] annule z, donc 7| X — z, avec deg(m,) > 1, alors m,= X — z.
Or z est un entier algébrique, donc m,= X — z € Z[X].

On tire z € Z.

D'ott DN QC Z.

Enfin DcNQ =%

IIT Le corps Q(¢) et son anneau d’entiers

1.a- Montrons que les morphismes de Q-algébre de Q(¢) sont les oy, tel que oy(¢) = ¢¥, pour tout
ke{l,...,p—1}.

On a p est premier, donc m¢ = ®,,. dont les racines sont ¢, ¢2,...,¢pt

Donc d’apres les questions 2.a et 2.b de la partie I, il y a exactement (p — 1) tels morphismes
de Q-algébre oj: K = Q(¢) — C tel que pour tout k€ {1,...,p — 1} tel que o1(¢) soit racine de @,
et 01(¢),...,0p—1(¢) sont deux a deux distincts.

Quitte & réordonner les o1, ...,0,—1. Alors les morphismes de Q-algébre de Q(¢) sont les oy, tel
que o1(¢) = ¢* pour tout k€ {1,2,...,p—1}.

1.b.i- On a

p—1
N(¢) = T]ex(<)
k=1

p—1
- Hgk
k=1

p—1

:sz

= exp<2i7rp;1>

Avec p est impair, alors pT_l €N, donc N(¢)=1.
Et

Tr(¢) = > o(¢)
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1.b.ii- Montrons que N(1—()=pet N(1+({)=1
Notons

P = ®,(X+1)

o
3
=~

=
|

(X +1)k

Il
(]

[e=]

X+1)P-1
(X+1)—1

(e

I |
—_
[~

I
S

7 N
5
+ 3
p—t
N——

<

Bl

Avec

Donc d’aprés les identités de Newton des polynémes symétriques, on a

(_1),,_1;’11 <<k—1>—(ﬁ”) =p

Donc

Ainsi

Notons

Et d’autre part

47
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p—1
Avec Q= [] (X —(¢¥+1)), donc d’aprés les identités de Newton, on a
k=1
p—1

p—1
Cor TIe sy = ()
k=1

Ainsi

=
|
—

N1+¢) = [[F+1)

—

I
=
1

2- Montrons que Z[¢] C Dk
Soit x € Z[(],

n
Alors il existe (aq, ..., a,) € Z"T, tel que 1= 3" apCF

Tout d’abord, remarquons que z € Q({) =K
D’autre part, on a par division euclidienne de P = 3" a3 X k par m¢, et en utilisant la question I
de la partie I, on a l'existence de @, R € Z[X] tel quekzo
P=Qn:+R
deg(R) < deg(m¢) =deg(®p)=p—1

p—2

Ecrivant R= " rX* ot rg, . . ., Tp—2€EZL
k=0
On a alors
z = P(()
= P=Q(O)mc(¢)+ R(C)
p—2
= ZTka
k=0

Or (€ D¢ (car ¢, € Z[X] annule ), et D¢ est un sous anneau de C.

Alors
p—2
Tr= Zrkgk € D¢
k=0
D’ou
Z[{] € D¢
Ainsi
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D’ou le résultat.

3- Soit z € Z[(]

3.a- Montrons que

=)Si z € Z[(] X,

z € Z[(]*si et seulementsi N(z)e{—1,1}

Alors il existe z’ € Z[(] tel que z.2"' =1

Lemme 4.

Soit 0 € Z[(], si 0 est un entier algébrique, alors N(0) € Z

Démonstration.

On a 0 est un entier algébrique, en particulier il est algébrique de Q.

D’prés la question 3.b de la partie I, on a

En particulier

p—1
Py=[] (X -~ ou(0) € QU]

k=1

p—1
N(@)=[]ox0) €Q
k=1

Ecrivant § = P((), avec P € Z[X],

On a alors

p—1
N@©) = []ox®)
k=1

p—1
= TIPhH
k=1

49

Avec  est un entier algébrique, donc pour tout k € [1,p — 1] on a P(¢¥) est un entier algébrique.

D’ou

Ainsi

D’ou

Puisque 2.2’ =1, alors

p—1
HP(g’f)eD@
k=1
p—1
[[P(¢HePenQ=2
k=1
p—1
N@O)=]]P(¢H ez
k=1

k=1
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N(z.2") = Hak(z.z’)

Donc

Avec N(z), N(z') € Z, (d’apres le lemme 4) donc N(z) € {-1,1}
<)Réciproquement si N(z) € {—1,1}
On a

p—1 n
N(z) = Hak(ZajCj)
k=1 \j=0

p—1 n
= H( ajUk(C)j)
k=1\ j=0

p—1 n
= H(ZW’“)
k=1\ j=0
p—1
= J[P(cH
k=1
p—1
Dou [ P(¢*)e{-1,1}
Ainsik:1

Z % ﬁP(Ck)e {-1,1}
k=2

avee T[P(H) € 2[d].
Donckz:é Z[C]*.

D’ou I’équivalence.

3.b- Si N(z) est un nombre premier.
Montrons que z est irréductible.
Soient a,b € Z[(] tel que z=a.b
On a alors

N(z)=N(ab)=N(a)N(b)

TABLE DES MATIERES



IIT LE corpPs QQ(¢) ET SON ANNEAU D’ENTIERS 51

Via le lemme 4, on a N(a), N(b) € Z.

Or N(z) est un nombre premier.

Alors N(a)e{—1,1} ou N(b) e {—1,1}

Via la question précédente, on en déduit que a € Z[¢]* ou b e Z[(]*.
Ainsi z est irréductible de Z[(]

4.a- Justifions que G est un groupe fini cyclique.

Par définition, GG est I’ensemble des racines de I'unité contenues dans K. avec K est un corps.

Alors 1€ G

Soit z, z' deux racines de I'unité inclus dans K, alors z x % est une racine de 'unité inclus dans
K (car K est un corps).

Ainsi z x % eG

Donc G est un groupe.

Or K /@ est une extension finie, donc d’aprés la question 1.b de la partie 2 on a K contient un
nombre fini de racines de I'unité.

Donc G est un groupe fini, notons n = #G.

On a alors pour tout z € G, 2" =1.

Ainsi G est un sous groupe de (U, X) qui est monogéne, alors G est monogéne aussi.

On en déduit que G est cyclique.

D’ou le résultat.

4.b- Soit w un générateur de G. Justifions que 2p|net que Q({)=Q(w).

p—1
On a w € G, donc |w|=1, et il existe ag,...,a,_1€Q tel que w= 3" aC*

k=0
On a alors

p—1 p
wP = ( Zak§k>
k=0
p—1 ‘
- Z Haikglk

1o+ +ip_1=p k=0

p—1 ‘
- Z Haikglk

i+ +ip_1=p k=0

p—1
B

i+ +ip_1=p \k=0
p—1
-y (1)
ig+-+ip_1=p \k=0
c R

Donc wP € R, et [wP|=1, donc w?==+1, donc w?’ =1.
Ainsi 2p|n
Montrons maintenant que Q(w)=Q({).

On a w € Q((), donc Q(w) C Q(C).
Or ( € G=<w >, donc il existe k €N, tel que ( =w” € Q(w)
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Done Q(¢) € Q(w)
Ainsi Q(¢) = Q(w)

4.c- Montrons que 2p =n.

On a forcément G =U,, on va justifier dans un premier temps ce point la.
On a ord(G) =n, donc pour tout g € G, on a g" =1, donc G C U,

Or card(G) = card(U,) =n < 400

Dou G=T,.

Avant d’attaquer la suite, on va montrer un lemme:

Lemme 5.
Soit z € C, on a alors

[Q(2): Q] = deg(2)

Démonstration.
Soit z € C, on rappelle que 7, est irréductible de Q[X].

n
Soit x € Q(z), alors on a 'existence de ay,...,a, € Q tel que x= " a;z’. Par division euclidienne

n ) 7=0
de P= " a;X7 par ®, on a lexistence de (Q, R) € Q[X]? tel que P=Qm,+ R
j=0
Alors
x=P(2)=Q(2)m.(2) + R(z) = R(z) = vectq(l, 2, .. ., z3e8(m)~1)
Ainsi (1, z,..., zdeg(“)_l) est génératrice de @Q — espace vectoriel Q(z).
Montrons que cette famille est QQ — libre
deg(m,)—1
Pour cela, considérons by, . . ., bgeg(r,)—1 € R, tel que - bk =0
k=0
deg(m,)—1 deg(m,)—1
Alors .|  >° brz®, ainsi deg(m,) < deg > brpz® | =deg(m,) — 1, absurde!
k=0 k=0
D’ou (1, z, .. .,zdeg(“)_l) est Q-libre
Ensuite (1, z,..., zdeg(”Z)_l) est une base de Q(z) comme étant un Q esppace vectoriel.

Ainsi

Q(2): Q] = #{1,z,...,z%8m)-1)
= deg(m,)

D’ou le résultat.

On a w est un générateur de GG, donc w est une racine primitive de n.
En utilisant le lemme précédent, on a

(Qw): Q] = deg(mw)
= deg(@n)
= p(n)

Or d’apreés la questio, préédente on a 2p|n, donc il existe k € N* tel que n=2kp.

Si k s’écrit sous la forme k=2%", ou a,b € N non tous nuls.
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On a alors

Donc

absurde!

Sinon si k est de la forme k = 2%"

On a alors

absurde!

WV

_ S0(2(1-1-1pb-i—1)

— 2a+lpb+1<1 _l)(l _l)
2 p

= 2%"(p—1)
> min (2(p—1),p(p—1))
> p

l
[1pY, oules a,beN et y,..

Syi>1let pr,...

(1 )(1—%>Il<l—%>

9a pry@ 1 pi—1D(p—1)

2(p _1)

p

D’ou k=1, par suite n =2p.

Ainsi

D’ou le résultat.

G =

Uy,

{exp<2;k“>/k €[0,2p— 1]]}

{£¢*/kelo,p—1]}

apl>3
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5.a- Montrons que

<A >NZ=pZ

<A >=MZ[(]

Avec 0=A x0€ NZ[(]=<A>
Donc <A > #0.

TABLE DES MATIERES

De plus pour tout x,y € <A >, on a 'existence de P, Q € Z[X] tel que z=AP(() et y=AQ(()

Donc

z—y=r=AP—Q)(() €Z[(]=<A>

D’ott <\ > est un sous groupe de C.

Avec 7 est un sous groupe de C, donc l'intersection <A > NZ est un sous groupe de C.

Avec <A >NZ CZ, donc <A >NZ est un sous groupe de Z.

Donc

dn € Ntel que <A > NZ=nZ

Or d’aprés la question b.ii de cette partie.

On a
p = N(A)
= N(1-¢)

PE<A>NL=n

En particulier n# 0, de plus p € nZ.

Donc dr € N tel que p=nr.

Puisque p est premier, alors n=1oun=p
Sin=1,donc <A>NZ=7%

En particulier 1 € <A >

Donc

dx e Z[(|1= Xz
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D’ou A € Z[(]*, absurde avec N(\)=p¢ {—1,1}.
Donc n=p.
En conclusion

<A>NZ=pZ
5.b- Soit K€{1,2,...,p—1}.
Montrons que
L= ¢ enlg
1— ¢k
METHODE 1:
On a
k—1
1-¢* ,
e WA
§=0
Et

k—1
= | 2¢
i=0

= —
sANE S
Pour tout k,l € [1,p — 1], notons 7y ; 'unique entier dans [0, p — 1] qui représente le reste de la

division euclidienne de kI par p.
On a

Vi, le[l,p—1],kAp=1 et INp=1

Donc kI Ap=1, ainsi ri € [1, p— 1]
[Lp—1]—[1,p—1]
l—rp
De plus, pour tout I,I'€ [1,p—1], si rr =1k

Alors

Donc I'application est bien définie.

k(1 —1") est divisible par p

Avec p A k=1, on en déduit via le lemme de GAUSS que
PiL-1
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Donc
dseZtelquel —1'=s.p
Or
—(p—1)<<l-U'<p-1
Donc
_p—lgsgp—l
p

Donc s =0, par suitel =1’.
D’ou I'application

[1,p=1]—[1,p—1] est injective, donc bijective

l—rp
D’ou
p—1 p—1
1-¢") = JJa-¢™y
=1 =1
p—1
= [Ta-¢)
=1
D’ou
-1 l
1—
N(l—Ck) o=
1-¢ p—1
(1-¢H
=1
=1
Finalement
1-¢* x
——(d
D’ou
11—_45“ - 1—14" €2l
1-¢

METHODE 2: On a pA k=1, donc d’aprés le théoréme de BEZOUT,

dng, mo € Ztel que png+ kmy=1

Donc
Va € Z, p(ng — ak) + k(mo+ap)=1

Avec lim mg+ ap=+o0, alors dag € N tel que mg+ agp >0

a— 400
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Pour ce ag€ N, on a
1—¢ 1 — ¢1—p(no—aok)
1— ¢k 1-— ¢k
1— (Ck)mo—kaop
1— ¢k
mo+oop—1
= Z ki
§j=0
€ z[¢]

D’autre part
1 1—¢k
1-¢ 1-¢

k—1

= }:Cj

J=0

€ Z[(]

Donc par définition, ¢
—— > X
T or €2l
Montrons que
NP=17(¢] = pZ[(]

Soit z € pZ|[(], donc IP € Z[X] tel que z=pP(()
Donc

v = N1-OP(Q)
a

— [ox1-0P(0)
k=1

p—1
= [Ja-¢HP(Q)
k=1
p—1 k—1
= H{(lc)(Z@) P(¢)
k=1 Jj=0
p—1[ k-1
oo i o
k=1\ j=0
e Wz[(]

D’ou

57
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Réciproquement on a

Avec -

Donc

D’ou

Ainsi

Enfin

T €2

W= (1 gpt

, pour tout k€ [1,p—1].

NP AZ[C] = piZ[¢]

5.c- Soit ¥: le morphisme d’anneaux de Z[X| — Z[(]/ <A >.
Soit P= " apX* € Z[X].
k=0
On a pour tout k € [0,n]

Donc

TABLE DES MATIERES
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n k

Avec Y ap )’ (—1)j(kf>>\j_1 € Z[(]
k=0 j=1 J

Donc

n k
AN
(—1)J< .)Aﬂ—le<>\>
Et donc
P() = Zak(m0d<)\>)

k=0
— P(1) (mod < \>)

Par division euclidienne de P(1) par p, on a l'existence de ¢, € N tel que

{P(1)=pq+7“
ref0,p—1]

Or p € pZ[(¢], donc p € \P~1Z[(].
Donc 3Q € Z[X] tel que p=I"1Q(().

Ainsi
p = AM1-¢)P2Q(¢)

= N(1=X)P?Q)|x=¢

= 0(mod < A>)
Donc

P(1)=r (mod <\>)
Ainsi

U(P)=r(mod<\>)
D’ou

U(P)=P(1) (mod pZ)

Donc 'image de P par U est le reste de la division euclidienne de P(1) par p.

Soit P € Ker(W), alors d’aprés ce qui précéde, on a le reste de la division euclidienne de P(1) par
p est nul.

Donc

P(1) =0 (mod pZ)

Réciproquement si P € Z[X], tel que P(1)=0 (mod pZ)
Alors d’aprés ce qui précéde on a

U (P)=0(modpZ)=0(mod <\ >)
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D’ou P € Ker(V)

D’ou le résultat.

5.d- On a d’apreés ce qui précéde Im(W) est isomorphe & F,=7Z/pZ
Donc Z[(] /<A > est isomorphe a IF, =7/ p’Z.

5.e- Puisque Z[(]/ <A > est isomorphe a I}, et p est un nombre premier
Alors 'idéal <\ > est premier, comme étant un idéal de 'anneau Z[(].

d
6.a- Soit P=>" a;X* un polynéme unitaire de degré d, dont on note ar, ..., ag les racines com-
k=0
plexes comptées avec leur multiplicité. On suppose que pour tout k€{1,...,d}, oy est de module 1.

6.a.i- Soit k € [0, d], montrons que

ie(t)
On a d’aprés les identités de Newton

k
we Y e

1<ii<- - <ip<d j=1

Donc
k
ol < > (]
1<ii< < <d | j=1
-y
1<ir <+ <ip<d
_(d
—\k
Notons
Ea={z€Dg/deg(m,) =d, et lesconjugés de z sont tous de module 1}
Et
Oq={P €Z[X]/ P de degréd dont tous les racines sont de module 1}
On a

&c |J P{oy)

PeOy4

Or un polynéme de degré d admet au plus d racines distincts dans C.
Donc pour tout P € Og4, ona

#P~1({0})<d
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De plus

d
(’)dc{ZakX’“eZ[ 1/Vvk €[0,d], ak\( }

)
d
Et la famille S ap Xk € Z[X]) /Vk € [0, d], ar < > est en Dbijection avec
k=0
{(ao,...,ad)ezd/Vke[[o,d]],akg(Z)}

Avec {(ao, coo, ) € ZE)YE € [0, d], ap < <Z>} est  fini, donc
d
{ S apX* e Z[X] /Vk €]0,d], ar < (Z)} est fini aussi, ainsi Oy est fini.
k=0
Par suite

#&E < U P~1({0})

PeOqy
d X #0y

d
d x #{ZakaE Z1X]/Vk€[0,d],ar< <Z>}
k=0

1(x()-1)

< 400

N

N

D’ou le résultat.

6.a.ii- On a X" € Z[X], et P € Z[X] n polyndéme unitaire de degré d, dont on note vy, ..., aq les
racines complexes comptées avec leur multiplicité. Et Z est un sous anneau de C
Donc d’aprés la question 4.e de la partie I, on a pour tout n € N

d
HX af) € ZX]

Avec pour tout (n,d) € N x [1,d] on a |az| =1, alors en utilisant les mémes notations précédente,
on a pour tout k€ [1,d]

VneN,ap €&

Avec &4 est fini, donc

Ing,n1 €N, telqueng<mny et a’=a;’

Avec oy #0, donc

apt~"=1

Donc a4, est un racine de 'unité
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D’ou le résultat.

6.b- Soit PcZ[X] tel que u=P(¢). Montrons que, pour tout k€{1,...,p—1}, ux=P(C¥) est un
conjugué de u, et que c’est un élément de Z[(]*
On a avec les mémes notations de la partie I.

TI(x - P(¢) = [[(X - Plox(0)
k=1 k=1

I
=1

(X —ou(P()))
k=1
p—1
= TI(x —ouw)
=1
= P,

ol

D’apres la question 3.c de la partie I, on a P, est une puissance de m,
Donc pour tout k€ {1,...,p—1}, up=P((*) est un conjugué de u.
De plus u= P(¢) € Z[(]*.

Donc d’aprés la question 3.a de cette partie, on a

N(u)e{-1,1}

Donc pour tout k€{1,2,...,p—1} on a

p—1
w[[P(¢) = [[P@)

J
JFk

e {-1,1}

p—1 )
Avec [] P(¢?) € Z[(], donc par définition
j=1
i#k
ug, € Z[(]*

6.c- Justifions que —=2

— est un entier algébrique dont tous les conjugués sont de module 1.
o
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Soit k€ [1,p—1],
On a

up—k=P(CP~F) = P(¢F) = P(¢) = ux

U
Donc |—=% ‘:1
Up—i

Or uu—ll € Z[(]* C Dk, et ses conjugués sont
o

(o) =

D’ou le résultat

6.d-

Via la question 6.a.ii, on a

est une racme de I'unité de K.

pfl

Ainsi il existe m € Z tel que ——==x(™ (cf. question 4 de la partie 3)

6.e.i- Soit §€Z|[(]. Justifions qu’il existe un entier a €% tel que §=a(mod < A >).
p—2

On a 6 € Z[(], donc il existe des entiers ag, ..., a,—2 tel que 8= 3" axC*
k=
Donc 0
p—2 p—2
0 = Zak(Ck -1+ Zak
k=0 k=0
p—2 k-1 p—2
oSS S
k=0 j=0 k=0
p—2
= Zak(mod<)\>)
k=0
p—2
On a alors #=a (mod<A>), ot a= > a,€Z.
k=0

En déduire que deux éléments conjugués de Z[(] sont égaux modulo <A >.
p—2 p—2 )
Soit 0= 3" ar¢* € Z[(], et 0j(0) = 3" ar(7* un des conjugués de 0, ou k € [0, p —1].
k=0 k=0
On a
0—o0;(0) = Zak - ¢7)

-2 jk—k—1
= )\Zakgk Z (l

= 0(mod<)\>)
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D’ou le résultat.

.o u
6.e.ii- Montrons que u—lz m
p—1
u . U
On a ——=4¢™, par l'absurde, si —— = —(™
Up—1 Up—1

Alors

u=—C"up_1=—up—1(mod <A >)

De plus u et u,_1sont conjugués, alors d’apres la question précédente, on a

u=1up—1(mod <A >)

Donc
2u=0(mod <\ >)

Ainsi 2u € <\ >, avec <\ > est premier.
Doncona2€e<A>ouue€<A>
Si2e<A>, alors

N(\)|N(2)=2r~1

Ainsi p|2P~1, absurde!
Donc u € <A >
Ainsi
p=NQA)|N(u)=1

Absurde!
D’ou le résultat.

Remarque: On peut répondre directement & la question 6.e.ii sans faire les questions 6.c, 6.d,
6.e.i
Justifiant que

“1_ est un entier algébrique dont tous les conjugués sont de module 1.

Up 1
On a d’aprés la question précécente, on a

ut, up—1 € Z[¢]*

Donc

U, GEZ[Q

Up—1

D’aprés la question 2, on a Z[(] C Dk C D¢, avec D¢ est un anneau ( la question 6 de la partie I)
Alors

=Uu1 X (El)@
Up—1 Up—1

ul

Autrement dit, est un entier algébrique.

Up_1
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Il ne reste qu’a montrer que tous les conjugués de uu—llsont de module 1. En s’inspirant des
.
questions 6.a.i et 6.a.ii de cette partie, il est préférable (vu que uu_11 est un entier algébrique) de
o

u . oy . A » I N .
montrer que u—l est un racine de I'unité.(au méme temps on répond a la deuxiéme partie de cette
. p—1
question)
Notons

P=Y aX"eZ[X]

k=0
On a d’aprés la formule multindéme

U;];—l = P(Cp_;)p
_ p(l
- P<<>
n p
(<)
k=0

= 2 e

i14 - +in=pk=0

s (e

114 Fin=p \k=0
= ( azk>C p
i1+ +2n p
n
- 1]ax
i1+ -Hn p
n
Lo Jer
i1+ +2n p
— < )Cll"r “+ip
i1+ +zn p \k=0
= % e

i14 - +in=pk=0

()

= P

:uﬁ7

Donc
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Donc

Imez, 4

=(m

up_l
D’ou le résultat.

6.f- Justifions I'existence de r €7Z tel que 2r=m (mod pZ).
On a d’apré le théoreme de FERMAT:

2P~! = 1(mod pZ)

Donc pour r =m2P~1 on a r =m (mod pZ).
On pose e=( ~"u. Montrons que € €R et conclure.

On a?
&= (a
- Crup—l
= (¢
= ¢r(c )
= ("u
= £
Dou e eRR.

Avec u, (T" € Z[(]*, alors € € Z[(]*. ainsi u= ("¢, ou € est un réel dans Z[(]*
CONCULSION: pour tout u € Z[(]*, on a l'existence de r € Z, et € un réel inversible de Z[(] tel que
u=_"e

7- Le but de ce qui suit est de montrer que Dx =7Z[(].

7.a- Soit 6 € Dg, Montrons que
N(O)€Z et Tr(0) €Z

Puisque 6 € K = Q((), alors il existe P = Y axX* € Q[X], tel que § = P()
On a alors h=0
p—1

Py=[](X —ox(6)) € Q[X]

k=1

En particulier
p—1
N©) = [[ox0) e
k=1

De plus
p—1

N@) = J]PH

k=1

p—1
Et ¢ €Dgk, PeQ[X], et Dx est un sous anneau de C, alors N(0) = [] P(¢¥) €Dg
k=1

3. Clest facile & vérifier que 4, _1=u.
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Par suite

N(0) €Dk NQ="7

Et On a

Tr(0) =

p—1

De plus ¢ € Dk, P € Q[X], et Dk est un sous anneau de C, alors Tr(0) = 3 P(¢¥) € Dy

Par suite

k=1

Tr(0) e Dk N Q=7

D’ou le résultat.

7.b.i- Soit k€ [0,p—2], on a
b = Te(0¢* —60)
p—1
= Y oy(6¢7F—6¢)
j=1
p—1

= (05(0)05(O)F -

j=1

a§(0)a;(<))
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g IS e IR VRIS B (Gl

De plus 6C~* — 6¢ € Dg, donc d’aprés la question précédente, by, =Tr(6¢F — 6¢) € Z.

7.b.ii- Montrons qu’il existe des entiers co,...,c,_2. que 'on exprimera en onction des by tels que

p—2

ph =3 ci\k,
k=0
On a

p—2
pd = > par(l—N)*
k=0

p

_ ‘Zibﬂ_w(?)ﬂ

k=0j=0

= Iggbk(—l)j<§>xj

j=0k=j
p—2 . p—2

On pose pour tout k€ [0,p—2], cx= > bj(—l)k<]]€> €7, on a alors pf = 3" cxpAF, CQFD.
j=k k=0

Montrons que

vk e [0,p—2], bk—[i(—l)(é)q

=k
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On a
p—2 p—2
S0t = pY it
k=0 k=0

p—2
= ch)\k
k=0

p—2
= ch(l — )k
k=0

= g;%(—l)j<§>@
_ ]flgq(—l)l@)ck
k=0I1=k

Avec (1,¢,...,(P72) est Q-libre, alors
pP—2 I
Vk € [[07p - 2]]7 bk: ;cl(_l)l<k>

D’ou le résultat

7.b.iii- On a d’aprés la question 1.b.ii de cette partie

p = N(1-)
p

Jj=0

p—1/ k-1
Avee =[] ( > cj) ezZ¢).

k=1

69
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Montrons maintenant que p|cg, on a

p—2
co = pQ—ch)\k
k=1
p—2
= BTN et
k=1

Donc

&t = N(co)

p—2
= N()\(ﬁ)\p_Z - ch)\k_1>>
k=1

-2
= N(A)N(ﬁv—2 — pzcw—l>

k=1

p—2
= pN(ﬁ)\i”‘2 — chxk*)

k=1

p—2

Avec N(ﬂ)\p_Q - > ck)\k_1> € 7, donc p\cg_l7 avec p est premier alors p|co.
k=1

Passant maintenant & montrer que p|ci pour tout k € [0, p — 2],

Montrons ce résultat pas récurrence fini sur k € [0, p — 2]

Pour k=0, déja fait !

Soit k € [0, p — 3], supposons que le résultat est vrai pour 1,2,..., k et montrons le pour k + 1.

On a

k p—2
Ck+1)\k+1 _ p<9_z%)\z>_>\k+2 Z e\ k=2

=0 I=k+2

Avec pour tout [ € 1, p— 2]

Ck+1pk+1 = Ck+1N()\k+1)
— N(Ck+1)\k+1)
k p—2
_ N(ﬁ)\p+l(0_ ﬂ)\l)_)\k+2 Z C[)\l_k_2>
l:Op l=k+2
k p—2
— N<)\k+2[ﬁ)\pkl<9—zﬂ>\l>— Z Cl)\l—k—2]>
=0 I=k+2
k p—2
— N(}\k+2)N([ﬂ)\pkl<0_Zﬂ)\l>_ Z Cl)\l_k_2]>
l:Op I=k+2

k -2
— pk+2N([ﬁ)\pk1<‘9—Zﬂ)\l>_ pz Cl)\l—k—2]>

=0 1=k+2



IV LE THEOREME DE FERMAT POUR p=3

Donc

Donc plcr41
D’ou le résultat.

IV Le théoréme de Fermat pour p=3

1- On a 3fxyz, en particulier 3fx, donc z=1[3] ou z=—1[3]
Si x=1[3],
On a
(r—1)3=23+3(x—2%) -1

Avec 9|(z —1)3 et 9]3(z — 2?), donc
r3=1[9]

De méme si z=—1[3], on a
(z+1)3=234+3(@*+z)+1

Avec 9|(z —1)3 et 9]3(z% + ), donc

r3=-1[9]
Donc de méme, on a
y>=1[9] ou y>=—1[9]
Et
22=1[9] ou 2= —1[9]
Avec
vl =—(y’+2°)

Donc modulo 3 on aurra
1=-2[9] ou 1=0[9] ou 1=2[9] ou —1=-2[9] ou —1=0[9] ou 1=2[9]

absurde !

2- On a
¥ = (1=
= 1-2j+j°
= (1+j+7% 3]
= —3j
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D’aprés la question 2.c de la partie I, on a —j € Z[j]*
Donc

3~ N2

3- . Soit seZ[j] tel que s#0(mod < A >). Montrons qu’il existe e€{—1, +1} tel que
s3=¢(mod < A >).

Suivant 'indication, montrons qu’il existe € € {—1, 1} tel que s =e(mod < A >)
On a d’aprés la question précédente: A2~ 3 dans Z[j].

On a l'existence de a,b € Z tel que s=a+ jb

Donc

s=a—2b+3jb=a—2b(mod <A>)=¢c(mod < \>)

Ou e€{-1,0,1} est obtenu a partir de la division euclidienne de a — 2b par 3.
Puisque s#0(mod <A >) , On a alors e € {—1,1}.

On a alors 'existence de x € Z[j] tel que : s —e = x\.

Donc

53—6 = 83—83

= (s—¢)3+3es?—3s
= 3N\ +3es(s — x)
= X°N = 2N % (xA +¢)x
= XN — 2N (xA +e)x
= XN(*— jPe(xA +¢))
= xN(x*—jexA —j?)

A

D’apres ce qui précéde, on a l'existence de ¢’ € {—1, 1} tel que x =&’ (mod (<A >))

Ainsi, on a modulo <\ >

X2 —jlexr—j5% = e? G2ex A — j2(mod < A >)
A[(14 7) — j2%ex](mod < A >)
= 0(mod<A>)

Ainsi, il existe p € Z[j] tel que x2 — j2ex\ — j2= u\
Par suite

—e = ypu\
= 0(mod < \*>)

D’ou le résultat.

4- Supposons que (P,) est vérifiée pour un quadruplet (o, 3,0,w).
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Montrons que n > 2.

On a
z=pA"
Donc
a4+ BB +wsNn=0
Et on a

M aBd

Donc M a, M (et M4,

Ainsi a#0 (mod <A>) et F#£0(mod<A>) et 6 #0 (mod <A >)

En utilisant la question 3 de cette partie, on a l'existence de €1,e2,e3€ {—1,1}
tel que

a®=e1(mod < \>)
(% =e1(mod < A*>)
83 =e1(mod < \*>)

Donc

WA — _(a3+ﬁ3)
= —(e1+e2) (mod<A*>)

Avec a A B=1, alors €1 # 9, avec €1,e2€ {—1,1}, alors £ +e2=0.
Par suite

wdBN" = 0 (mod < \*>)

Autrement dit
)\4 ‘ w 53 )\311

Avec w € Z[j]*, donc Ju=a+ jbe Z[j]* tel que w(a+ jb) =1
Donc

(a+b).w— (bw)A=1

Donc d’aprés le théoréme de BEZOUT, on a AAw=1, donc MAw=1
Et donc d’aprés la relation (6), et via le lemme de GAUSS, on a

)\4‘53)\31@
D’autre part on a
53 =¢e1(mod < X*>)

Donc 3t € Z[j] tel que 82 =¢e1 +t\4,
Ainsi
81(53 — (€1t))\4 =1
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Donc via le théoréme de BEZOUT, on a 63 A X =1.
Le lemme da GAUSS et la relation (7) assure que

>\4| )\3n

Avec A est non inversible, alors 3n >4, avec n € N, alors n > 2.
D’ou le résulltat.

5.a- On a
—wEBN = a4+ 33

Avec Mafé, en particulier 3+ 0.
On a alors

—wdBN = a3+ 33

Avec
X -1=(X -1)(X - j)(X - 57

(Car les racines cubiques de I'unité sont exactement (1,7, j52)).
Alors

S L C L

= () -
- o)) ()
= (a+B)(a+jB)(a+j78)
D’ou le résultat.
REMARQUE: On peut commencer par développer le terme a droite, et on a
(a+ B)(a+iB)(a+i28) = o+ j%?B— %3 - jaf?+ jas? + 3

= —wd3)\3n

5.b- On a d’aprés la question précédente \|(a+ 3)(a+ 78)(a + 528)

Avec N (M) =3 qui est un nombre premier, alors d’aprés la question 3.b de la partie 3. on a A
est irréductible.

Donc Ala+ 3 ou Aa+ j8 ou Ma+ 528
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Donc Jig € {0, 1,2} tel que \|a+ j%3
Soit k€{0,1,2}, on a

a+ 58 = a+j g+ (55— j)B
— Oé‘f‘jioﬁ‘f‘gk iojmin(k,io)(jmax(k,io) o l)ﬁ

Avec
€k,ip=sgn(k —ig) € {—1,0,1}
Donc
) ) ‘ max(k,ig)—1
a+ 58 = at j08+ e (- 1)8 jl>
=0
) ) A max(k,ig)—1
= a+j"8— Aek,iojmm(k’m)ﬁ< Z ]l>
=0
Avec
. ] ‘ max(k,ig)—1
>\|Ol—|—jmﬁ et )‘|>\5k,i0jmm(k’lo)ﬁ< ]l>
=0
Alors

A . ' max (k,i0)—1
Alor+ 6 = Ask,iojmm“w)ﬁ( jl> =a+j%

Et ¢a pour £=0,1,2.
D’ou

Ma+ B et Ma+ 78 et Ma+ 526

5.c- Montrons que A est un pged de a+ 3 et a4+ j0.
Notons d un pged de a+ 3 et o+ jj.
on a alors d’aprés la question précédente \|a+ 5 et A|a+ j3,
En particulier

Ald

Et
dIA3=(a+B)—(a+jB)

Alors
d|A

Ainsi d et A\ sont associés, d’ou A est un pged de o+ 5 et a+ j3

De la méme maniére, on peut montrer facilemet que A est aussi un pged de a + 3 et a + 523
(respectivement de o+ j3 et o + j23).
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Notons
o+ ﬂ = "y
a+ 3B = "y
o+ 526 = A"y

Avec M1, Mry et Mrs. et mq, mo,m3>1 des entiers qui représentent respectivement la valua-
tion A-adique de a+ 3, a+ j3 et o+ j20.
D’aprés ce qui précéde on a
min (my, mg) =1
min (ma, mg) =1
min (mg,my) =1

Donc forcément deux des entiers my, ma, ms est inférieur ou égal a 1.

Par symétrie (il suffit de remplacer 3 par j3 ou j23), on peut supposer que mq,mg < 1
Or mi1,me>1, alors my=mg=1.

Avec M| —wdX3" = (a+ B)(a + jB)(a+ j2B) = N Tm2tmap popg

Avec Mriet Mray et Mrs et A est irréductible, alors A A rirors=1.

Par suite mi +mgo+ms > 4.

Donc mg > 2.

Dot A” divise a+526.

D’ou le résultat.

5.d- On a
—we " = (a+ B)(a+jB)(a+5%6)
= N"%1koks
Avec A #0, alors
—wd? = Kikaks

Montrons l'existence de 7; € Z[4] tel que x;~ 7} pour tout I € {1,2,3}
Soit 1 € {1, 2,3}, on a Z[j] est un anneau principal, alors il existe pi, ..., pm,1 € Z[j] des
irréductibles deux a deux distincts, et 111, ..., im,,1 € N* et w; € Z[j]* tel que

my
K= lepil’l, pourtout! € {1,2,3}
s=1
Via la question précédente, on a A est un pged de v+ 3 et v+ j3 (respectivement de o+ jf3 et
a+ 526, a+ 2B et a+ )
Donc 1 et ko (respectivement Ko et K3; K3 et /<c1) sont premier entre eux.

Ainsi p1,1,... s Pmy,1, P1,2, - - - s Pmg,2> P1,3, - - -, Dmg,3 Sont deux & deux distincts.
Et on a
—wd® = Kikoks
3 my
ns,1
= I\ @] I
=1 s=1
3 my

Ms,1
= wws] [T]e

I=1s=1
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m
Notons 6 =9 [] p2* la décomposition en produit d’irréductibles de 4.

s=1
Avec ¥ € Z[j|*, et p1,..., pm des irréductibles deux & deux distincts et 71, ..., 7, € N*
On a alors
m 3 my
—W193HP§WS = w1w2w3H HPZ,S[Z
5:1 l:].S:].

Par 'unicité de la décomposition en facteurs irréductibles, on a forcément

3 divise ns ; pourtout! € {1,2,3} et s [1,my]

Notons pourtout! € {1,2,3} et s € [1,my]

Ss,l = _ns,l e N*

3
On a alors pour tout! €{1,2,3}. ,
my
KJl:M(szsjl)
s=1
Donc pour tout [ € {1,2,3}, on a
K~

Avec
my
3_ Ss,l
Vl - Hsz
s=1

D’ou le résultat.

5.e- Montrons qu’il existe deux inversibles 7 et 7" de Z[j]* tel que

3+ mE + 70Uy =0
Essayant de détailler la question, tout en profitant des résultats obtenus précédemment.

Puisque pour tout [ € {1,2,3}, on a s~ 7}, donc il existe a; € Z[]* tel que: k= a; ;.
Ainsi

a+ =X ""2a; 4}

a+ jB=Xaz3

a+ j*B=Naz3

Il vient & trouver un triplet (a,b, ¢) € Z[j]* x Z[j]* x Z[j]*, tel que avi +byi +cA3P D3 =0.
Ceci est équivalent a trouver (a,b, c) € Z[j]* x Z[j]* x Z[j]*, tel que

ala+ B)+bla+ j8) +cla+ j28)=0

Il suffit alors de trouver (a,b,c) € Z[j]* x Z[j]* x Z[j]*, tel que

a+b+c=0

10
a+jb+j2c=0 (10)
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Le triplet (a,b,c)=(j2 1, j) convient.
Ainsi

Aaxys +Ajazyi +j2aiA 327 =0

Par suite

V3 +jaz " azgyd +j%a5 a3 A3 =0

D’ou le résultat pour 7= ja2_1 as, et 7' = j2a2_1a1.

5.f- Si 7==1, montrons que (P,_1) est vérifiée

On a
73+ (7y3)3 + X3 DA =0

Avec Mwé® = kikoka,et ki~ 7, pour 1 € {1,2,3}, donc M(v17273)°
Or X est irréductible dans Z[j], car N(\) =3 est premier.

Done M 717273
De plus, on a

a+ 70 = Ak
a+ 728 =\k3
Donc
Aa=(a+5°8) = jla+jB8) = Akz — jAkz
Ainsi

o =K3— JK2

De méme, on trouve
B=j*(ky— K3)

Soit d un PGCD de ks et k3, alors d divise & la fois k3 — jro = et j2(ko — k3) = 3
Donc d est un PGCD de o et .

Or « et (§ sont premier entre eux, alors d est inversible.

Par suite k2 et k3 sont premiers entre eux.

D’aprés ce qui précéde, (K1, Ko, k3) vérifie (P,_1).

D’ou le résultat.

5.g- Montrons que 7= 41 (mod (\3)).
On a d’aprés la question 5.e de cette partie:

B+mE+ D=0 (11)

Avec n > 2, alors modulo ()\?) on a

¥5 + 73 =0 (mod (X%))
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Avec My, 73, alors via la qustion 3 de cette partie, on a l'existence de ea,e3€ {—1,1} tel que

En particulier

Ainsi I'équation (11) donne:
g9+ e37 =0 (mod (A\?))

D’ou
7 =241 (mod (\3))

On peut facilement montrer que —7, j, —j2, 72 ne sont pas congrus a £1 (mod (\3)).
Ainsi 7 g {]> _ja j2> _]2}

6- D’aprés tout ce qu’on vu dans cette partie, on a j € Z[j]* = {1, -1, j,—j, j2 —j%}
Or d’aprés la question précédente on a montré que 7 & {5, —j, j2 —j2}
D’ou 7 ==1.
Et via la question 5.f, on en déduit que (P,,_1) est vérifiée.
Ainsi si (P,) est vérifiée, alors n > 2, et (P,_1) est cérifiée
Par principe de récurrence, on a (P;) est vérifiée et 1 > 2, absurde!
D’ou I'équation (1) n’a pas de solution (x,y, z) € Z2 dans le cas 3|zyz.

V Le théoréme de Fermat pour p régulier et ptxryz

1- Montrons que

Par définition, on a

p—1 p—1
H (x4 CPy) = {Z Hwk7i/Jestunensemble fini, et pourtout (i,k)€J x [0,p—1]zk ;€ (x+ Cky>}
k=0 i€ Jk=0

p—1
Soit te [] (z+ ¢*y), on a alors I'existence d’un ensemble fini .J, et (%3 k) (i,k)e T x [0,p—1] tel que
k=0 -
t=> [
i€ Jk=0

Et pour tout (i, k) € J x [0, p — 1] g i € (x + *y), on a ;€ (x + CFy)
Donc pour tout (i, k) € J x [0, p — 1], il existe ax; € Z[(] tel que xx ;= (z + C*y)a i
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On a alors

Avec x,y#0, on a alors

k=0 k=0
P
= (—y)P i) _1>
{(
— P
Donc
p—1
¢ = Y Tl
i€ Jk=0
€ (zP)
D’ou
p—1
[+ cty) c (=7)
k=0

Réciproquement, soit u € (zF), alors il existe u’ € Z[(], tel que u=zPu’, on a alors

u = u'zP
— _u/(xp+yp)
p—1
= —u'[J(+¢*y)
k=0
p—1
e [[@+ )
k=0
D’ou
p—1
(z7) [+ C*)
k=0
Par suite
p—1
[T+t =7)
k=0

2.a- Montrons que "~ Ay € 8.
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On a
(@4 Cly) = (z+CFy) = F(F -1y
" 1— Cl_k
= ¢"(¢— I)Tgy
1— Cl_k
- k
Donc
Ny =~ X e+ Cly) — ()
y= kT (lk Y Y
Avec | — k€ [1,p —1], et en utilisant la question 5.b de la partie 3, on a
1—
1_—@€Z[C]X
Et on a N(¢¥)=1. donc via la question 3.b de la partie 3, on a ¢¥ € Z[(]*, donc %6 Z[C] .
Par suite
1 1-—
FX 1_Cl<_k€Z[C]X
Donc

Ay € (z+ Cly) Nz + ¢Fy)

2.b- Montrons que y &9,

On a B est premier, on a A €86 ou y € 8.

Par ’absurde, supposons que y € B.

D’aprés la question 1 de cette partie, on a B divise <zP > .

En particulier, z € B.

Or y et z sont premiers entre eux, donc d’aprés le théoréme de Bézout, on a l'existence de
(u,v) € Z? tel que

uy+vz=1

Ainsi, 1 €8, absurde!

Montrons que z+y€ (A )NZ

On a y¢%B, et B est premier, alors A\ € B, donc <A > CB
Or <\ > est premier (d’aprés la question 5 de la partie 3).
Or pour toit k€ [0,p — 1]

k—1
¢F—=1=2) (?=0(mod < A>)
§j=0
Ainsi
¢F=1(mod < \>)
Par suite

r+y=x+ CFy(mod < \>)
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Par définition de B,
x4+ Py =0(mod < \>)

Donc
x4+ y=0(mod <\>)

Ainsi x +y € ZN <A > =pZ

Par suite
p—1

pleP=—(aP+yP) = —(z+y)) akyr=1-F
k=0
Avec p est premier, alors p|z, absurde avec p|zyz.
D’ou le résultat souhaité.

3- Justifiant qu’il existe un idéal I tel que <x + (y > =IP

On a d’aprés la question 1, .
p—

[T+ ¢y =t)
k=0
Comme les idéaux <z + ¢*y > sont 2 & 2 premiers entre eux (via la question 2.a), et d’aprés le
résultat énoncé, il y a unicité de la décomposition des idéaux en idéaux premiers dans Z[(].
Or pour tout k € [0, p — 1](x + ¢*y) est une puissance p-ieme d’un idéal, c’est en particulier vrai
pour <z + (y>.
4-  Montrons qu’il existe r €7, € réel inversible de Z[(] et a € Z[(] tels que z+ (y=("ear.
Comme [P =<x+ (y > est principal,et p est régulier.
Alors I est principal
Ainsi il existe a € Z[(] tel que <z + (y >=<aP >
En particulier il existe w € Z[(]* tel que x + (y =uaP
Or d’aprés la question 6 de la partie 3, on peut écrire u sous la forme u= ("¢, avec r € Z,
e €Z[(]*NTR.
D’ou le résultat.

5- Montrons l'existence de a € Z tel que o =a (mod (p))
Ecrivant a =a+ (b, ou a,b€e Z
On a

aP = (c+Cb)?P
p

— Z<Z><kbkcp—k
k=0
Avec p‘ <Z>, pour tout k € [1,p — 1], alors

a? =P+ bP (mod (p))

D’ou le résultat. (on pose a=cP+ bP € 7Z)
Montrons maintenant que

2C+y¢ T = 2" = y¢" ! =0 (mod (p))
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oCT YT =y =

Notons 7 le reste de la division euclidienne de 2r par p.
On a alors ro € [0,p — 1], et

2Ty = —y¢" T = (1= ¢*)ea (mod (p))

Or
p—1 -
1= J[a-¢h = H (1—¢h)
k=1 k=1
k#ro
= N@-0)
= N(A)
=D
Donc
<1—<2”0><1—<>p—1=pH (“‘ i
k;ﬁro
Ainsi
1—-¢%0 = — )1 =Pt 1]
k#ro
p—1 p—1
— (1_C) 0 p_l j
- eIy (7))
k#7ro
p—1 Ll-
_ (1-¢) 2o p—1 p—1 2j—1
= o[l =gy -0 );1 (570)+(7")e]e
k#7ro
p—1 Ll-
— (1_C) 2ro by _ p—1 j
-l -0-¢ E-(?j) (751
k#7ro
p—1 P
_ (1_C) 27“0 2rg p—l J
(e O (AU L
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) bt p-1
Avecp|<2pj),w6[[1,1’7}],doncpkn1 e~ (1= ¢) zl(p.)epzm
= ]:
k1
De plus 7o
¥ o= (-0
- p
_ k
- 2 ()
k=0
p—1
— Pk
- 2 ()
k=1

Or p|<z>,Vk €[1,p—1], donc p|\?
Avec p est irréductible dans Z C Z[(], donc p est irréductible dans Z[(], ainsi p|A

Par suite
p-1
T . p— 1 1
AL ¢ 0)2( 2 )cﬂ € pZ|¢]
j=1
D’ou
(1—¢?) e pZ[(]
Finalement

2yt — 2" = y¢" " =0(mod < p > )

6- Supposons que r =0 (mod pZ), Montrons que p|y dans Z.
On a d’aprés la question précédente

a("+yC T = (" = y¢" =0 (mod (p))

Et r=0(mod pZ), donc ¢"=1, donc
y(¢'—¢71) =0 (mod (p))

Donc il existe t € Z[(], tel que y(¢' — ¢P~1) = pt
On a alors?

N(y(¢'—=¢P7h) = N(y¢* ¢+ 1)(¢—1))
= N(y)N(CP"HN(C-1)N(¢+1)
= —pyP~!

Dautre part

N(y(¢t=¢P~1) = N(pt)
= pPTIN(t)

4. Car ¢(P~1€7Z[¢]%, alors N(¢P~1) =1, et d’aprés la partie 3ona N(1—-¢)=pet N(1+¢)=1
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Donc
PPAN(t) = —yP !

Avec N(t) € Z (voir le lemme 4)
Donc p|yP, avec p est premier, alors p|y.
« On montrerait de méme que 1'on ne peut avoir r=1(mod pZ), ce que 'on admet. »

7- D’apreés la question 5, il existe (€ Z[(] tel que

Ty —a =y =0p

Montrons que deux des entiers 7, +(1 — r) sont égaux modulo p.
Par I'absurde, supposons qu’aucun des +r,+(1 —r) n’était égal modulo p.

On a

L Y 1—r
il +Z _
pC pC

E T’_E r—1
¢ pC

b= p

Or (1,¢,...,(P2) est une Q-base de Q((), et B € Z[(].

Alors £ € Z, ainsi p|x, absurde
P

D’ou le résultat
Donc +r==4(1 —r) (mod pZ), et ceci n’est possible que pour r = (1 — r)(mod pZ)
Ainsi 2r =1 (mod pZ)

8- Montrons que Sp(" = (x — y)A
D’aprés la question précédente on a 2r =1 (mod pZ), alors
Bp¢" = (2T +yC T —a T -y
= o+ Cy—a® —y¢*!

= s+ —azC—y

= (v —y)(1-()

= (z=y)A
Alors

N(BpC")=N((z = y)N) =NA)N(z —y)=p(x—y)*!

Avec

N(Bp¢") = N(B)N(p)N(C")

= pPIN(B)

Donc

(x —y)P~t=pP 2N (B)

85
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Avec N(f3) € Z, alors p|(x — y)P~2, avec p est premier, alors p divise z — y.
D’ou

x =y (mod pZ)

9- On a d’aprés la question précédente

x =1y (mod pZ)

Par symétrie, on trouve z =y (mod pZ)

Alors
P = yP (mod pZ)
2P = yP (mod pZ)
Ainsi

3zP =P 4+ yP + 2P(mod pZ) = 0 (mod pZ)

Alors p|3zP, avec p >3, donc p|zP, d’ou p|r absurde avec pfzryz.

Pour aller plus loin...

Pour qui est intéressé par la preuve du théoréme de Wiles-Fermat (connus aussi par le dernier
théoréme de Fermat) je vous conseille de lire complétement le joli livie «THE PROOF OF
FERMAT’S LAST THEOREM » de Nigel Boston, en cliquant sur le lien suivant:

https://people.math.wisc.edu/ ~boston/869.pdf
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