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Théoréme 1. (théoréme de Legendre)

soit n € N*, Pour tout nombre premier p on a:

k=1
Démonstration.

Soit n € N*, et p premier, on note ng=max {k’ € N,% > 1} (ng existe puisque %k—+> 0 et n>0)
and o

—+oo
En réalitée [%] est fini, puisque Vk > ng+1 [%} =0
k=1

+oo no
Et on a alors : ) [ik] =3 [ik}
k=1-""4  p=1tP

commencons par montrer le lemme suivant :

Lemme 2.

Soit (a,b) € N* x N, le nombre des multiples de a dans [1, ] est : [%]
Démonstration.

Soit (a,b) € N* x N,

Sib<a:

on a aucune multiple de a entre 1 et b,donc le nombre des multiple de a dans [1,b]est : 0= [%}
Sib>a:

soit x € [1,b],tel que a divise x, alors Ik € N*x =k.a

Onal<k.a<b ,donc 0<%<k<%, donc 1 <k < [%},

a

et inversement pour tout entier 1 <k < [%}, onaa<ak< a.[ b} < b, avec k.a est un multiple de a

alors le nombre des multiples de a dans [1,b] est : [%]

Pour tout nombre premier p on a :



On note pour tout i € [0,ng], A;={k€[1,n]/p'divisek et p'*!nedivisepask}

On a bien (A;)o<i<n, €st une partition de [1,n] (par construction), donc

vplnt) = Z( 3 vp<k>>

i=0 \kEA;

Or Vi € [0, no]], Vk € A; p* divise k et p' T nedivise pask , donc Vi € [0, no]], Vk € A;v,(k) =1

D’ou

vp(n!) = Ti#(A) =D i H#(A)
i=0 i=1
Or pour tout ¢ € [1,n0],0n a :

A;={ke[1,n]/p'divise ket p" T nedivise pask } = {k € [1,n] / p* divise k }\{k € [1,n] /p" T  divise k }
Puisque {k €[1,n]/p*Ttdivisek } C {k € [1,n]/p'divisek }, Alors
#A;=#{ke[1,n]/p'diviseket p T nedivisepask } = #{k € [1,n] / p'divise k }\—#{k € [1,n] /p* T divisek }

Donc :

Ainsi
- n n [ X[ n
vp(n)=» il |=|—|——=| |= = -
=35 -7 ) -2l -2l
Théoréme 3. (la formule de Mertens)

we have

Zbgp(p) —log(x) + O(1)

P
Démonstration. O

Soit x > 2, notons n = [xz]



On a

n! = Hpvp(n!)

pST
Donc :

log(n!) = va (n)log(p

p<zx

Et pour tout nombre premier p < x, on a d’aprés le theoreme de Legendre:

+oo +oo
n n n n n n n
——1<|—|<vp(nl)= — |y -V =—=—+——
p {p] o) ,;{p’“] ,;p’“ p—1 p plp-1)
Donc
log(p) lo ( ) log log( )
nZ( » <log(n!) = Zv (n)log(p <nz )
p<x pLT p<x
Donc:
log(n!) log(p) log(p) log(n' log(p
— —log(z) < — _log(z) < =~ )+
” ,;P(p— 7y~ log(@) ,; g(z) <= ,,Z;
Avec :

st :_log<Hp>:%10g<np>

p<T p<T p<n

T om 41
Or, on a pout tout entier m>0 2x4m=(1+1)>"+l= }" < & )
k=0

2m+1\ _1[(2m+1), (2m+1 <f§1 2m+1\ _ ym
m ) m m+1 /|72 k o

k=0

Donc

Pour tout nombre premier m+1<p<2m+1, on a p divise (2m +1)!, alors p divise : m!(m+ 1)!<2mm+ 1)

Avec p>m—+1,alors p ne divise ni m! ni (m+1)!, d’ot d’aprés le lemme de GAUSS p divise <2mm+ 1)

Donc : 11 p divise <2m + 1)
m+1<p<2m+1 m

Ainsi :

m+1<p<2m+1



Montrons maintenant par récurrence que pour tout m € N* que J] p<4™
pEm

pourm=1,ona [[ p=J[p=1<4=4"
psm p<l

Soit m € N*, supposons que Yk € [1,m] J] p< 4% et montrons que [T p<4mt!
p<k p<m+1

Si m 41 n’est pas premier, on a alors :

II p< I p<am<amtt

psm+1 psm
Si (m+1) est premier,

sim=1,ona [] p=2<42=4m*!
p<m+1

sim>1, on a (m+1)est impair, donc Jko € [1,m] m+1=2ky+1
On a alors :

Ir= 10 p= TT » J] p<abtoxaroti=gmt

psm+1 p<2ko+1 p<ko+1l kot+1l<p<2ko+1

D’ot pour tout m € N* que [ p<4™

psm
Par suite :
log(p) _ _1 ny —
> —F="log[ [[p]="log[ []p]<log(a")=log(4)
PST p<T p<n
Et on a:
log(p) log(k)
> <X
oplp—1) =, 4= k(k—1)
log(k) . log(k) 1 1 ~ 1
Comme Tr k:wO, alors =) = (\/E(k—1)>’ AV eC koo RO et ;km converge
Alors > S converge, et par suite log(k) converge.
k)z‘/g(k_l) k>2k(k71)

On a donc par positivité des termes:

s loalp) g~ lom(k) S log(h)

2001 S, 2 K- 1)

D’ou
+oo
1080) 5t toga) < Y1) o) < ) g+ hoa)

n k:2k(k -1 n

pST

D’aprés la formule de Stirling :




Donc :

—logr(ln!) —log(x) = log(%) -1+ O( log(n) )

n

Avec n<z<n+1, donc 1—%<%<1

On a donc : log(l —%) < log(%) <0

Ona 3N, €N, IM>0VYm>= N, O(M)] < M Jostm)

Donc Vx> Ny, ona n> N ona :

Donc:

Comme log

log(n!) n log(n)
— log(z)| <1+ ’10g<;)‘ +M - <1 —|—log(

log(n!) ~log(x)

e 0, alors 3n >0,Vx > n log

m m

T

1)+M.

€T —

n rz—1

=

x

Pour N =max (Ny,[n]+ 1), on a pour tout x> N

|
@—bg(x) <2+ M

Donc pour tout z > n, on a

D’ou

D’ou

_iokl(c;fg—(_ki)_2_M< Zm—log(x) <24 M +log(4)
k=2

pP<T

—+oo

Z log(p) log(z)| <2+ M + max <log(4), %)
k=2

p

PST

log(n)

<1+‘log(%)’ +MM<1+log(L)+M



