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Théorème 1. (théorème de Legendre)

soit n2N?, Pour tout nombre premier p on a:

vp(n!)=
X+1
k=1

�
n

pk

�

Démonstration. �

Soit n2N?; et p premier, on note n0=max
n
k 2N;

n

pk
> 1
o

(n0 existe puisque n

pk
−!

k!+1
0 et n> 0)

En réalité
P+1
k=1

h
n

pk

i
est fini, puisque 8k>n0+1

h
n

pk

i
=0

Et on a alors :
P+1
k=1

h
n

pk

i
=
Pn0
k=1

h
n

pk

i
commencons par montrer le lemme suivant :

Lemme 2.

Soit (a; b)2N?�N, le nombre des multiples de a dans J1; bK est :
h
b

a

i
Démonstration. �

Soit (a; b)2N?�N,

Si b< a:

on a aucune multiple de a entre 1 et b,donc le nombre des multiple de a dans J1; bK est : 0=
h
b

a

i
Si b> a:

soit x2 J1; bK,tel que a divise x, alors 9k2N?x= k:a

On a 16 k:a6 b ,donc 0< 1

a
6 k6 b

a
, donc 16 k6

h
b

a

i
,

et inversement pour tout entier 16 k6
h
b

a

i
, on a a6 a:k6 a:

h
b

a

i
6 b, avec k:a est un multiple de a

alors le nombre des multiples de a dans J1; bK est :
h
b

a

i

Pour tout nombre premier p on a :

vp(n!) = vp

 Yn
k=1

k

!
=
Xn
k=1

vp(k)
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On note pour tout i2 J0; n0K; Ai= fk 2 J1; nK/pidivise k et pi+1ne divise pas kg

On a bien (Ai)06i6n0 est une partition de J1; nK (par construction), donc

vp(n!)=
Xn0
i=0

 X
k2Ai

vp(k)

!

Or 8i2 J0; n0K;8k 2Ai pi divise k et pi+1ne divise pas k , donc 8i2 J0; n0K;8k 2Ai vp(k)= i

D'où

vp(n!) =
Xn0
i=0

i:#(Ai)=
Xn0
i=1

i:#(Ai)

Or pour tout i2 J1; n0K,On a :

Ai= fk 2 J1; nK/pidivise k et pi+1nedivise pas kg= fk2 J1; nK/pi divise k gnfk 2 J1; nK/pi+1divisek g

Puisque fk 2 J1; nK/pi+1divise k g�fk2 J1; nK/pi divise k g, Alors

#Ai=#fk2 J1;nK/pidivisek et pi+1nedivisepaskg=#fk2 J1;nK/pidivisek gn−#fk2 J1;nK/pi+1divisek g

Donc :

#Ai=
�
n
pi

�
−
�

n

pi+1

�

Ainsi

vp(n!) =
Xn0
i=1

i:

��
n
pi

�
−
�

n

pi+1

��
=
Xn0
k=1

�
n

pk

�
=
X+1
k=1

�
n

pk

�

Théorème 3. (la formule de Mertens)

we have X
p6x

log(p)
p

= log(x)+O(1)

Démonstration. �

Soit x> 2;notons n= [x]
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On a

n! =
Y
p6x

pvp(n!)

Donc :

log(n!)=
X
p6x

vp(n!)log(p)

Et pour tout nombre premier p6x, on a d'après le theoreme de Legendre:

n
p
− 1<

�
n
p

�
<vp(n!) =

X+1
k=1

�
n

pk

�
6
X+1
k=1

n

pk
= n
p− 1 =

n
p
+ n
p(p− 1)

Donc

n
X
p6x

�
log(p)
p

− log(p)
n

�
6 log(n!)=

X
p6x

vp(n!)log(p)6n
X
p6x

�
log(p)
p

+ log(p)
p(p− 1)

�

Donc:

log(n!)
n

−
X
p6x

log(p)
p(p− 1) − log(x)6

X
p6x

log(p)
p

− log(x)6 log(n!)
n

− log(x)+
X
p6x

log(p)
n

Avec : X
p6x

log(p)
n

= 1
n
log
 Y
p6x

p

!
= 1
n
log
 Y
p6n

p

!

Or, on a pout tout entier m> 0 2� 4m=(1+1)2m+1=
P2m+1

k=0

�
2m+1

k

�
Donc �

2m+1
m

�
= 1
2

��
2m+1
m

�
+
�
2m+1
m+1

��
6 1
2

X2m+1

k=0

�
2m+1

k

�
=4m

Pour tout nombre premier m+1< p6 2m+1, on a p divise (2m+1)!, alors p divise : m!(m+1)!
�
2m+1
m

�
Avec p>m+1,alors p ne divise ni m! ni (m+1)!, d'où d'après le lemme de GAUSS p divise

�
2m+1
m

�
Donc :

Q
m+1<p62m+1

p divise
�
2m+1
m

�
Ainsi :

Y
m+1<p62m+1

p6
�
2m+1
m

�
6 4m
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Montrons maintenant par récurrence que pour tout m2N? que
Q
p6m

p6 4m

pour m=1, on a
Q
p6m

p=
Q
p61

p=16 4=4m

Soit m2N?, supposons que 8k 2 J1;mK Q
p6k

p6 4k et montrons que
Q

p6m+1

p6 4m+1

Si m+1 n'est pas premier, on a alors : Y
p6m+1

p6
Y
p6m

p6 4m6 4m+1

Si (m+1) est premier,

si m=1, on a
Q

p6m+1

p=26 42=4m+1

si m> 1, on a (m+1) est impair, donc 9k02 J1;mK m+1=2k0+1

On a alors : Y
p6m+1

p=
Y

p62k0+1
p=

Y
p6k0+1

p
Y

k0+1<p62k0+1
p6 4k0� 4k0+1=4m+1

D'où pour tout m2N? que
Q
p6m

p6 4m

Par suite : X
p6x

log(p)
n

= 1
n
log
 Y
p6x

p

!
= 1
n
log
 Y
p6n

p

!
6 1
n
log(4n)= log(4)

Et on a: X
p6x

log(p)
p(p− 1) 6

X
26k6n

log(k)
k(k− 1)

Comme log(k)
k

p −!
k!+1

0, alors log(k)
k(k− 1) = o

�
1

k
p

(k− 1)

�
, avec 1

k
p

(k− 1)
�

k!+1
1

k3/2
et
P
k>2

1

k3/2
converge

Alors
P
k>2

1

k
p

(k− 1)
converge, et par suite

P
k>2

log(k)
k(k− 1) converge.

On a donc par positivité des termes:

X
p6x

log(p)
p(p− 1) 6

X
26k6n

log(k)
k(k− 1) 6

X+1
k=2

log(k)
k(k− 1) <+1

D'où

log(n!)
n

−
X+1
k=2

log(k)
k(k− 1) − log(x)6

X
p6x

log(p)
p

− log(x)6 log(n!)
n

− log(x)+ log(4)

D'après la formule de Stirling :

log(n!)
n

= log(n)− 1+O

�
log(n)
n

�
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Donc :

log(n!)
n

− log(x)= log
�
n
x

�
− 1+O

�
log(n)
n

�

Avec n6x<n+1, donc 1− 1

x
<

n

x
6 1

On a donc : log
(
1− 1

x

�
6 log

( n
x

�
6 0

On a 9N12N, 9M > 0 8m>N1
������O� log(m)

m

�������6M:
log(m)
m

Donc 8x>N1, ona n>N1 ona :�������� log(n!)n
− log(x)

��������6 1+ ������log� nx �������+M
log(n)
n

6 1+ log
�

x
x− 1

�
+M:

log(n)
n

Donc:

�������� log(n!)n
− log(x)

��������6 1+ ������log� nx �������+M
log(n)
n

6 1+ log
�

x
x− 1

�
+M

Comme log x

x− 1 !
x!+1

0 , alors 9� > 0;8x> � log x

x− 1 6 1

Pour N =max (N1; [�] + 1), on a pour tout x>N�������� log(n!)n
− log(x)

��������6 2+M

Donc pour tout x> �, on a

−
X+1
k=2

log(k)
k(k− 1) − 2−M 6

X
p6x

log(p)
p

− log(x)6 2+M + log(4)

D'où ����������X
p6x

log(p)
p

− log(x)

����������6 2+M +max

 
log(4);

X
k=2

+1
log(k)
k(k− 1)

!

D'où

X
p6x

log(p)
p

= log(x)+O(1)
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