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Les parties I et II sont indépendantes.

1. Partie I

Dans cette partie, E est un ensemble fini ou dénombrable. L'ensemble des probabilités
sur E est l'ensemble

P(E)=
(
�:E! [0; 1]j

X
x2E

�(x)=1
)

Une matrice de transition sur E est une application P :E�E! [0; 1] telle que pour
tout x2E, on a X

y2E
P (x; y)=1

Le produit PQ de deux matrices de transition P et Q est défini par

8(x; z)2E �E (PQ)(x; z)=
X
y2E

P (x; y)Q(y; z)

On notera I la matrice de transition définie par I(x; y)=
�
1 six= y
0 six= y

1.1. (a) Vérifier que si P et Q sont des matrices de transition, PQ est aussi
une matrice de transition.

Soient P ; Q deux matrices de transition, on a pour tout x2EX
y2E

(PQ)(x; y) =
X
y2E

X
z2E

P (x; z)Q(z; y)

Avec la famille (P (x; z)Q(z; y))(y;z)2E�E est à terme positifs, donc via le théorème de
Fubini-Tonelli on a: X

y2E
(PQ)(x; y) =

X
z2E

X
y2E

P (x; z)Q(z; y)

=
X
z2E

P (x; z)
X
y2E

Q(z; y)

Puisque Q est une matrice de transition, alors
P
y2E

Q(z; y)=1,

Ensuite
P
y2E

(PQ)(x; y) =
P
z2E

P (x; z) = 1, car P est une matrice de transition, d'où le

résultat.



(b) Vérifier que si P , Q et R sont des matrices de transition, on a
(PQ)R=P (QR).

On a pour tout (x; y)2E �E

(PQ)R(x; y) =
X
z2E

(PQ)(x; z)R(z; y)

=
X
z2E

X
t2E

P (x; t)Q(t; z)R(z; y)

La famille (P (x; t)Q(t; z)R(z; y))(z;t)2E�E est à terme positifs, donc d'après le théo-
rème de Fubini-Tonelli on a:

(PQ)R(x; y) =
X
t2E

X
z2E

P (x; t)Q(t; z)R(z; y)

=
X
t2E

P (x; t)
X
z2E

Q(t; z)R(z; y)

=
X
t2E

P (x; t)(QR)(t; y)

= P (QR)(x; y)

Et ça pour tout (x; y)2E �E, donc (PQ)R=P (QR).

(c) Pour tout entier n>0et toute matrice de transition P , on définit P n par P 0=I
et la relation de récurrence P n+1=P nP si n>0. Vérifier que P n est bien une matrice
de transition.

Par récurrence sur n2N, on a pour n=0, P 0= I est une matrice de transition.
Soit n 2N, supposons que P n est une matrice de transition, et puisque P est une

matrice de transition, alors via la question 1.1.a le produit P n+1=P nP est une matrice
de transition, d'où le résultat.

Étant données �2P(E), une matrice de transitionP et des fonctions bornées f :E!R
et g :E!R, on définit les nombres réels suivants

�[f ] =
X
x2E

�(x)f(x):

�P (y) =
X
x2E

�(x)P (x; y); oùy 2E:

Pf(x) =
X
y2E

P (x; y)f(y); oùx2E:

hf ; gi� = � [fg]:

1.2. Soit �2P(E), soient P et Q des matrices de transition et soit f : E!R une
fonction bornée

(a) Montrer que �P 2P(E) et que (�P )Q=�(PQ).
Montrons d'abord que �P 2P(E).
On a pour tout x2E X

x2E
�P (x) =

X
x2E

X
y2E

�(y)P (y; x)



La famille (�(y)P (y;x))(x;y)2E�E est à terme positifs, donc via le théorème de Fubini-
Tonelli on a: X

x2E
�P (x) =

X
y2E

X
x2E

�(y)P (y; x)

=
X
y2E

�(y)
 X
x2E

P (y; x)
!

=
X
y2E

�(y) (carP est unematrice de transition)

= 1 (car �2P(E))

De plus pour tout x2E on a 06 �P (x)6 P
x2E

�P (x)= 1. Donc �P 2P(E)

Montrons maintenant que (�P )Q=�(PQ).
On a pour tout y 2E, on a

(�P )Q(x) =
X
x2E

(�P )(x)Q(x; y)

=
X
x2E

X
z2E

�(z)P (z; x)Q(x; y)

Avec la famille (�(z)P (z; x)Q(x; y))(x;z)2E�E est à termes positifs, donc on a via le
théorème de Fubini-Tonelli

(�P )Q(x) =
X
z2E

X
x2E

�(z)P (z; x)Q(x; y)

=
X
z2E

�(z)
 X
x2E

P (z; x)Q(x; y)
!

=
X
z2E

�(z)(PQ)(z; y)

= �(PQ)(y)

D'où le résultat.
(b)Montrer que Pf :E!R est une fonction bornée et que �P [f ]=�[Pf ]:

On a pour tout x2E

jPf(x)j =
����������Xy2EP (x; y)f(y)

����������
6
X
y2E

P (x; y)jf(y)j

6 max
z2E

jf(z)j
X
y2E

P (x; y)

6 max
z2E

jf(z)j

< +1 (car f est bornée)

D'où Pf est bornée. Montrons maintenant que �P [f ]=�[Pf ]



On a

�P [f ] =
X
x2E

�P (x)f(x)

=
X
x2E

X
y2E

�(y)P (y; x)f(x)

La famille (�(y)P (y; x)f(x))(x;y)2E�E est sommable, en effet on aX
y2E

X
x2E

j�(y)P (y; x)f(x)j =
X
y2E

�(y)
X
x2E

P (y; x)jf(x)j

6 kf k1
X
y2E

�(y)
X
x2E

P (y; x)

= kf k1
X
y2E

�(y)

= kf k1
< +1

Donc d'après le théorème Fubini-Tonelli la famille (�(y)P (y; x)f(x))(x;y)2E�E est
sommable.

Et on a

�P [f ] =
X
x2E

X
y2E

�(y)P (y; x)f(x)

=
X
y2E

�(y)
 X
x2E

P (y; x)f(x)
!

=
X
y2E

�(y)Pf(y)

= �[Pf ]

(c)Montrer que (PQ)f=P (Qf).
Pour tout x2E, on a

(PQ)f(x) =
X
y2E

(PQ)(x; y)f(y)

=
X
y2E

X
z2E

P (x; z)Q(z; y)f(y)

La famille (P (x; z)Q(z; y)f(y))(y;z)2E�E est sommable, en effetX
z2E

X
y2E

jP (x; z)Q(z; y)f(y)j =
X
z2E

X
y2E

P (x; z)Q(z; y)jf(y)j

6 kf k1
X
z2E

P (x; z)
 X
y2E

Q(z; y)
!

= kf k1
X
z2E

P (x; z)

= kf k1
< +1



Et donc via le thèoréme de Fubini-Tonelli, on a

(PQ)f(x) =
X
z2E

X
y2E

P (x; z)Q(z; y)f(y)

=
X
z2E

P (x; z)
 X
y2E

Q(z; y)f(y)
!

=
X
z2E

P (x; z)(Qf)(z)

= P (Qf)(x)

Et ça pour tout x2E. d'où (PQ)f=P (Qf).

Une matrice de transition P sera dite réversible par rapport à un élément � de P(E)
si pour tout (x; y)2E2 , on a

�(x)P (x; y)=�(y)P (y; x):

Une matrice de transition P sera dite irréductible si pour tout (x; y)2E2 , il existe
un entier n> 1 tel que P n (x; y)>0.

On se donne, sur un espace probabilisé (Ω;A;P), une suite (Un)n>1 de variables aléa-
toires réelles indépendantes et identiquement distribuées, et une variable aléatoireX0 à
valeurs dans E, indépendante de la suite (Un)n>1. On se donne une fonction F :E�R!E
et on définit une suite (Xn)n>1 de variables aléatoires à valeurs dans E en posant, pour
tout entier n> 1,

Xn=F (Xn¡1; Un)

La loi de Xn est notée �n. On rappelle que c'est l'élément de P(E) défini par
�n(x)=P[Xn=x] pour tout x2E.

L'espérance d'une variable aléatoire réelle bornée X sera notée E[X].
Pour tout (x; y)2E2, on pose P (x; y)=P[F (x; U1)=y].

1.3. (a) Vérifier que P est une matrice de transition et que, pour tout entier
n> 0 et tout (x0; :::; xn)2En+1, on a

P[X0=x0; :::; Xn=xn]=�0(x0)
Yn
i=1

P (xi¡1; xi):

Vérifiant d'abord que P est une matrice de transition, on a pour tout x2E:X
y2E

P (x; y) =
X
y2E

P[F (x;U1)=y]

= 1

D'où P est une matrice de transition.
On a pour tout n2N

P[X0=x0; :::;Xn=xn] = P[X0=x0; :::; Xn¡1=xn¡1; Xn=xn]
= P[X0=x0; :::; Xn¡1=xn¡1; F (Xn¡1; Un)=xn]
= P[X0=x0; :::; Xn¡1=xn¡1; F (xn¡1; Un)=xn]

Par itération, on obtient

P[X0=x0; ::: ;Xn=xn] = P[X0=x0; F (x0; Un)=x1 :::; ; F (xn¡1; Un)=xn]



Avec (Un)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement
distribuées, alors pour tout x2R (F (x;Uk))k>1 est une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et identiquement distribuées, et X0 est indépendante de la suite (Un)n>1, donc
X0 est indépendante de la suite (F (x; Uk))k>1 où x2E, on a alors

P[X0=x0; :::;Xn=xn] = P[X0=x0]
Yn
k=1

P[F (xk¡1; Un)=xk]

= P[X0=x0]
Yn
k=1

P[F (xk¡1; U1)=xk]

= �0(x0)
Yn
k=1

P (xk¡1; xk)

(b)Montrer que pour tout entier n>0 et tout (x0; :::; xn)2En+1 tel que
P[X0=x0; :::; Xn=xn]>0, on a, pour tout x2E;

P[Xn+1=xjX0=x0; :::; Xn=xn] =P (xn; x)

Soit n2N, x2E et soit (x0; :::; xn)2En+1 tel que P[X0=x0; :::; Xn=xn]>0.

Posons xn+1=x. En utilisant la question précédente, on a

P[Xn+1=xn+1jX0=x0; :::; Xn=xn] =
P[X0=x0; :::; Xn=xn; Xn+1=xn+1]

P[X0=x0; :::;Xn=xn]

=
�0(x0)

Qn+1
k=1

P (xk¡1; xk)

�0(x0)
Qn
k=1

P (xk¡1; xk)

= P (xn; xn+1)
= P (xn; x)

D'où le résultat.

(c)Montrer que pour tout n> 0; on a �n= �0P
n et que si �0P =�0;

alors �n=�0 pour tout n> 0.
Soit n2N, on a pour tout x2E, on a par formule de probabilité totale, en utilisant la

question 1.3.a, et en posant xn=x:

�n(x) = P[Xn=x]
=

X
x02E

X
x12E

: : :
X

xn¡12E
P[Xn=x;X0=x0; :::; Xn¡1=xn¡1]

=
X
x02E

X
x12E

: : :
X

xn¡12E
P[X0=x0; :::; Xn¡1=xn¡1;Xn=x]

=
X
x02E

X
x12E

: : :
X

xn¡12E
�0(x0)

Yn
k=1

P (xk¡1; xk)

=
X
x02E

�0(x0)
X
x12E

: : :
X

xn¡12E

Yn
k=1

P (xk¡1; xk)



Par une simple récurrence, on peut montrer facilement la formule qui donne le produit
fini de plusieurs matrices de transitions:X

x12E
: : :

X
xn¡12E

Yn
k=1

P (xk¡1; xk)=P n(x0; xn)

D'où

�n(x) =
X
x02E

�0(x0)P n(x0; xn)

= �0P n(xn)
= �0P

n(x)

Et ça pour tout x2E, alors �n= �0P
n.

Supposons que �0P=�0; Et montrons par récurrence que �n=�0 pour tout n> 0
Pour n=0, on a bien �0P

0=�0I = �0
Soit n2N, supposons que �n= �0P

n et montrons que �n= �0P
n+1

On a par hypothèse de récurrence �nP n+1=(�0P n)P = �0P = �0
D'où le résultat.

(d) Montrer que pour tout n> 0 et tout x2E tel que �0(x)>0, on a

P[Xn=y jX0=x]=P n (x; y)pour tout y2E:

Soit n2N. On a pour tout x; y 2E, tel que �0(x)>0

P[Xn=y jX0=x] = P[Xn=y ;X0=x]
P[X0=x]

= 1
�0(x)

P[Xn=y ;X0=x]

Notons x0=x; xn= y, on a

P[Xn=y jX0=x] = 1
�0(x)

X
x12E

: : :
X

xn¡12E
P[X0=x0; :::; Xn¡1=xn¡1; Xn=x]

= 1
�0(x)

X
x12E

: : :
X

xn¡12E
�0(x0)

Yn
k=1

P (xk¡1; xk)

=
X
x12E

: : :
X

xn¡12E

Yn
k=1

P (xk¡1; xk)

= P n(x0; xn)
= P n(x; y)

D'où le résultat.

(e) Montrer que pour toute fonction f :E!R bornée, on a

E[f(Xn)]= �0[Pnf ]:



On a

E[f(Xn)] =
X
x2E

f(x)P[Xn=x]

=
X
x2E

f(x)�n(x)

=
X
x2E

�0P n(x)f(x)

= �0P
n[f ]

= �0[P nf ] (d 0après la question 1.2:c)

À partir de maintenant, on supposera que
� P est réversible par rapport à une probabilité �2P(E),
� il existe a2E tel que �(a)>0 et tel que, pour tout x2E, il existe un entiern>1 pour

lequel P n(a; x)>0:
1.4. Montrer que �P=�.

On a pour tout x2E

�P (x) =
X
y2E

�(y)P (y; x)

=
X
y2E

�(x)P (x; y)

= �(x)
X
y2E

P (x; y)

= �(x)

Et ça pour tout x2E, alors �P=�.

1.5. (a) Montrer que pour tout n>1, la matrice de transition P nest réver-
sible par rapport à�.

Essayons de montrer le résultat par récurrence sur n2N?

Pour n=1, on a par définition de P , P est réversible par rapport à �.
Soit n2N?, supposons que P n est réversible par rapport à�, et montrons que P n+1 est

réversible par rapport à�
On a

�(x)P n+1(x; y) = �(x)(P nP )(x; y)
=
X
z2E

�(x)P n(x; z)P (z; y)

=
X
z2E

�(z)P n(z; x)P (z; y)

=
X
z2E

�(z)P (z; y)P n(z; x)

=
X
z2E

�(y)P (y; z)P n(z; x)

= �(y)
X
z2E

P (y; z)P n(z; x)

= �(y)(PP n)(y; x)
= �(y)P n+1(y; x)



Ainsi P n+1 est réversible par rapport à�, d'où le résultat par récurrence sur n> 1.

(b)Soitn>1 et soit x2E. Montrer que si Pn(a;x)>0, on a Pn(x;a)>0et
�(x)>0:

On a d'après la question précédente.

�(a)P n(a; x)= �(x)P n(x; a)

Avec �(a)>0, et P n(a;x)>0, alors �(x)P n(x;a)>0, avec �(x)>0, alors P n(x;a)>0et
�(x)>0:

(c) Montrer que �(x)>0 pour tout x2E.
On a pour tout x2E, il existe un entiern> 1 pour lequel P n(a; x)>0: donc d'après la

question précédente on a �(x)> 0.

(d) Montrer que P est irréductible.
Soit (x; y)2E2, on a l'existance de n1; n2> 0 tel que P n1(a; x); P n2(a; y)> 0.
Et d'après la question précédente �(x); �(y)> 0. On a alors

P n1+n2(x; y) = (P n1�P n2)(x; y)
=
X
z2E

P n1(x; z)P n2(z; x)

> P n1(x; a)P n2(a; x)

Or, d'après la question 1.5.a on a est P n1 réversible par rapport à�, donc

P n1(x; a) = �(a)
�(x)

P n1(a; x)> 0

Ainsi P n1+n2(x; y)>0, et ça pour tout (x; y)2E2, donc par définition P est irréductible.

1.6. Pour toute fonction f :E!R bornée et tout entier n> 1, on pose

En(f)=
1
2

X
(x;y)2E2

[f(x)¡ f(y)]2�(x)P n(x; y)

(a) Montrer que En(f)= hf ¡Pnf ; f i�.
On a

hf ¡P nf ; f i� = �[(f ¡P nf)f ]
=
X
x2E

�(x)(f(x)¡P nf(x))f(x)

=
X
x2E

�(x)
 
f(x)¡

X
y2E

P n(x; y)f(y)
!
f(x)

Montrons que la famille (�(x)(f(x)¡ f(y))f(x)P n(x; y))(x;y)2E2 est sommable



Puisque P est réversible par rapport à �, alors on a:X
(x;y)2E2

j�(x)(f(x)¡ f(y))f(x)P n(x; y)j =
X

(x;y)2E2
j�(y)(f(y)¡ f(x))f(y)P n(y; x)j

=
X
y2E

�(y)jf(y)j
X
x2E

jf(y)¡ f(x)jP n(y; x)

6 2kf k1
X
y2E

�(y)jf(y)j
X
x2E

P n(y; x)

= 2kf k1
X
y2E

�(y)jf(y)j

Car
P
x2E

P n(y; x)= 1 pour tout y 2E, puisque P n est une matrice de transition.

On a alors X
(x;y)2E2

j�(x)(f(x)¡ f(y))f(x)P n(x; y)j 6 2kf k12
X
y2E

�(y)

= 2kf k12

< +1

Donc la famille (�(x)(f(x)¡ f(y))f(x)P n(x; y))(x;y)2E2 est sommable, et on a

hf ¡P nf ; f i� =
X
x2E

�(x)
 
f(x)

X
y2E

P n(x; y)¡
X
y2E

P n(x; y)f(y)
!
f(x) (�)

=
X

(x;y)2E2
�(x)(f(x)¡ f(y))f(x)P n(x; y)

Et puisque P est réversible par rapport à �; alorsX
(x;y)2E2

�(x)(f(x)¡ f(y))f(x)P n(x; y) =
X

(x;y)2E2
�(y)(f(y)¡ f(x))f(y)P n(y; x)

=
X

(x;y)2E2
�(x)(f(y)¡ f(x))f(y)P n(x; y)

AinsiX
(x;y)2E2

�(x)(f(x)¡ f(y))f(x)P n(x; y) = 1
2

X
(x;y)2E2

�(x)(f(x)¡ f(y))f(x)P n(x; y)

+1
2

X
(x;y)2E2

�(x)(f(y)¡ f(x))f(y)P n(x; y)

= 1
2

X
(x;y)2E2

�(x)(f(x)2 ¡ 2f(y)f(x) +

f(y)2)P n(x; y)

= 1
2

X
(x;y)2E2

�(x)(f(x)¡ f(y))2P n(x; y)

= En(f)



(b) Montrer que si Pf=f , la fonction est f est constante.
Supposons que Pf = f , et montrons que f est constante.
Puisque Pf=f , alors par récurrence simple sur k 2N, on a P kf = f pour tout k 2N
Et on a d'après la question précédente pour tout k 2N

Ek(f) = hf ¡P kf ; f i�
= 0

Donc 1

2

P
(x;y)2E2

�(x)(f(x)¡ f(y))2P k(x; y)=0

Or la somme est à termes positifs,
En particulier pour tout (x; y)2E2 �(x)(f(x)¡ f(y))2P k(x; y)=0
Et puisque on a l'existence d'un entiern> 1 pour lequel P n(a; x)>0; et �(a)> 0,
alors en particulier pour x= a, et k=n, pour tout y 2E (f(x)¡ f(y))2=0.
Donc f est une fonction constante.

(c) Soit � un élément de P(E) tel que�P=�: En posant f(x)= �(x)

�(x)
,

montrer que Pf=f , puis que �=�.
On a pour tout x2E.

Pf(x) =
X
y2E

P (x; y)f(y)

=
X
y2E

P (x; y)�(y)
�(y)

=
X
y2E

P (y; x)�(y)
�(x)

= 1
�(x)

X
y2E

P (y; x)�(y)

= 1
�(x)

�P (x)

= 1
�(x)

�(x)

= f(x)

On a alors Pf = f ,
Supposons que �

�
est bornée, Donc d'après la question précédente f est constante,

posons pour tout x2E, f(x)=Cst2R, on a alors

�(x) = �(x)Cst

Et 1=
P
x2E

�(x)=CstP
x2E

�(x)=Cst, d'où f(x)= �(x)

�(x)
=1, pour tout x2E.

D'où �(x)=�(x), pour tout x2E, ainsi �= �.

À partir de maintenant, on supposera également qu'il existe un élément b de E tel que
P (b; b)>0:



1.7. (a) Montrer que pour tous entiers positifs k; l; n; on a Pn (b; b)>0 et

P k+n+l(x; y)�P k(x; b)Pn(b; b)P l(b; y)pour tout (x; y)2E2:

Montrons par récurrence sur n2N, qu'on a P n(b; b)> 0.
Pour n=0, on a P 0(b; b)=1> 0? Soit n2N, supposons que P n(b; b)> 0, et montrons

que P n+1(b; b)> 0.
On a par positivité des termes:

P n+1(b; b) = P n�P (b; b)
=
X
x2E

P n(b; x)P (x; b)

> P n(b; b)P (b; b)
> 0

D'où le résultat par récurrence sur n2N.
Soient k; l;n2N, et soit (x; y)2E2, montrons que P k+n+l(x; y)�P k(x;b)P n(b;b)P l(b; y)
On a

P k+n+l(x; y) =
X
z2E

X
t2E

P k(x; t)P n(t; z)P l(z; y)

> P k(x; b)P n(b; b)P l(b; y)

D'où le résultat.

(b) Montrer que P 2 est irréductible. On rappelle (cf. la question 5(a))
que P 2 est réversible par rapport à �:

On a d'après la question 1.5.d, P est irréductible, donc on a l'existence de n1; n2>0 tel
que P n1(b; x)> 0 et P n2(b; y)> 0.

On a de plus �(y); �(a)> 0, donc via la question précédente, on a

(P 2)n1+n2(x; y) = P n1+(n1+n2)+n2(x; y)
> P n1(x; b)P n1+n2(b; b)P n2(b; y)

= �(b)
�(x)

P n1(b; x)P n1+n2(b; b)P n2(b; y)

> 0

D'où le résultat.

(c)Montrer que si une fonction bornée f :E!R vérifiePf=¡f ; alors
f(x)=0 pour tout x2E.

Soit f :E!R une fonction bornée tel que Pf =¡f .
On a par récurrence simple sur n2N, P nf = (¡1)nf , en particulier pour tout n2N

P 2nf ¡ f =0, ensuite en utilisant la question 1.6.a on a pour tout n> 1 E2n(f)= 0
Ainsi pour tout n> 1 on a

8n2N
1
2

X
(x;y)2E2

[f(x)¡ f(y)]2�(x)P 2n(x; y) = 0



Avec pour tout (x; y)2E2, on a [f(x)¡ f(y)]2�(x)P 2n(x; y)> 0, donc pour tout (x;
y)2E2, on a [f(x)¡ f(y)]2�(x)P 2n(x; y)= 0 (z)

Soit (x; y)2E2, on a montré dans la question précédente que P 2 est irréductible
Donc par définition, il existe nx;b; nb;y> 1 tel que P nx;b(x; b)> 0 et P nb;y(b; y)> 0
Or il existe un entier n2N tel que nx;b+nb;y+nb soit pair, notons par 2k ce nombre.
On a via la question 1.7.a

P 2k(x; y) > P nx;b(x; b)P nb(b; b)P nb;y(b; y)

Or P (b; b)> 0, donc pour tout n2N, on a P n(b; b)> (P (b; b))n> 0. Par suite

P 2k(x; y)> 0

Ainsi via (z), on a [f(x)¡ f(y)]2�(x)P 2k(x; y)= 0, avec �(x); P 2k(x; y)> 0
Donc f(x)= f(y), ainsi f est constante.
Ainsi pour tout x2E, on a

f(x) = ¡
X
x2E

P (x; y)f(y)

= ¡f(x)
X
x2E

P (x; y)

= ¡f(x)

Ainsi f(x)=0, et ça pour tout x2E. D'où le résultat.

1.8: Dans cette question, on prend E=f1; : : : ; dg, où d est un entier. Une fonction
f :E!R peut être alors vue comme un élément de Rd .

(a) Montrer que h:; :i� définit un produit scalaire sur Rd . On note k:k�
la norme associée.

On a pour tout f ; g; h2Rd, et �2R, on a

hf ; gi� = �[fg]
=
X
x2E

�(x)f(x)g(x)

=
X
x2E

�(x)g(x)f(x)

= hg; f i�

Donc h:; :i� est symétrique.
Montrons que h:; :i� est bilinéaire:
On a

hf ; g+�hi� = �[f(g+�h)]
=
X
x2E

�(x)f(x)(g(x)+�h(x))

=
X
x2E

�(x)f(x)g(x)+�
X
x2E

�(x)f(x)h(x)

= hf ; gi�+�hf ; hi�



Par symétrie, h:; :i� est bilinéaire.
Il reste à montrer que h:; :i� est définie, positif
On a pour f non nul, alors il existe x02E tel que f(x0)=0

hf ; f i� = �[f2]
=
X
x2E

�(x)f2(x)

=
X

x2Enfx0g
�(x)f2(x)+�(x0)f2(x0)

> 0

Car �(x0)f2(x0)> 0, et
P

x2Enfx0g
�(x)f2(x)> 0.

D'où le résultat.

(b) Montrer que l'application f 7¡!Pf est un endomorphisme de Rd

symétrique pour le produit scalaire h:; :i�.
Soit f ; g 2Rd et �2R, on a pour tout x2E

P (f +�g)(x) =
X
y2E

P (x; y)(f(y)+�g(y))

=
X
y2E

P (x; y)f(y)+�
X
y2E

P (x; y)g(y)

= Pf(x)+�Pg(x)
= (Pf +�Pg)(x)

Et ça pour tout x 2E, alors P (f + �g) = Pf + �Pg, donc f 7¡!Pf est un endomor-
phisme de Rd.

Montrons qu'il est symétrique pour le produit scalaire h:; :i�
On a pour tout f ; g 2Rd

hPf ; gi� = �[gPf ]
=
X
x2E

�(x)g(x)Pf(x)

=
X
x2E

�(x)g(x)
X
y2E

P (x; y)f(y)

=
X
y2E

X
x2E

�(x)P (x; y)g(x)f(y)

=
X
y2E

X
x2E

�(y)P (y; x)g(x)f(y)

=
X
y2E

f(y)�(y)
X
x2E

P (y; x)g(x)

=
X
y2E

f(y)�(y)Pg(y)

= �[fPg]
= hf ; Pgi�



D'où le résultat.

(c) Montrer que si �2C est une valeur propre de P , alors � est réelle
et vérifie ¡1<�6 1.

Puisque P 7¡!Pf est symétrique pour le produit scalaire h:; :i�, alors P est une matrice
réelle symétrique, donc d'après le théorème spectral, P est diagonalisable sur une base
orthonormale de Rd pour le produit scalaire h:; :i�.

Donc � est réelle, il reste à vérifie que ¡ 1<�6 1
Soit e2Rd un vecteur propre de P associée à �, alors Pe=�e

Notons P =(pi;j)16i;j6d, et e=(e1; : : : ; ed), on a alors pour tout i2 J1; dK

Xd
j=1

pi;jej = �ej

Soit i02 J1; dK qui vérifie jei0j= max
16i6d

jeij, puisque e est non nul, alors jei0j> 0,

et on a

j�j = 1
jei0j

������������X
d

j=1

pi;jej

������������
6
Xd
j=1

pi;j
jej j
jei0j

6
Xd
j=1

pi;j

= 1

D'après la question 1.7.c, �=/ 0 (-1 n'est pas valeur propre de P , le seul vecteur f qui
vérifie Pf =¡f est f =0).

D'où ¡1<�6 1.
D'où le résultat.

(d) On note b1 le vecteur de Rd dont toutes les composantes valent 1.
Montrer que b1 est un vecteur propre de P associé à la valeur propre 1, qui est
une valeur propre de multiplicité 1 pour P .

On a

Pb1 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

X
y2E

P (1; y)

:
:
:X

y2E
P (d; y)

1CCCCCCCCCCCCCCA
= b1



Ainsi b1 est un vecteur propre de P associée à 1, de plus d'après la question 1.6.b, on
a pour tout f 2Rd tel que Pf = f , alors f est constante donc, elle est proportionnelle à b1.

D'où 1 est une valeur propre de multiplicité 1 pour P .

(e) Montrer qu'il existe �2[0; 1[ tel que, pour tout n> 1 et toute fonction
f :E!R, on a

kPnf ¡�[f ]b1k�6�nkf ¡�[f ]b1k�

Si f est une fonction constante, on a pour tout n2N;P nf ¡�[f ]b1=0 et f ¡�[f ]b1=0,
donc tout �2 [0; 1[ convient

Dans la suite on suppose que f est non constante.
Montrons d'abord que b1 est un vecteur normal pour la norme k:k�. Pour cela on a

kb1k�2 = hb1; b1i�
= �[b1b1]
=
X
x2E

�(x)b1(x)b1(x)

=
X
x2E

�(x)

= 1

Complètant b1 en une base orthonormée de Rd pour le produit scalaire h:; :i� (b1;:::; bd)
formée par les vecteurs propres de P

On a l'existence de x1; : : : ; xn2R tel que f =
Pd
k=1

xkbk

Notons �k2R la valeur propre associée à bk (�1=1) 8k 2 J1; dK.

Soit n2N. On a

kP nf ¡�[f ]b1k�2 =

X
d

k=1

xkP
nbk¡�[f ]b1


�

2

=

X
d

k=1

xk�k
nbk¡�[f ]b1


�

2

=

(x1¡ �[f ])b1+X
d

k=2

xk�k
nbk


�

2

= (x1¡ �[f ])2+
Xd
k=2

xk
2�k
2n

On définie la fonction :� 7¡!
 
(x1¡�[f ])2+

Pd
k=2

xk
2

!
�2n

 est une fonction strictement croissante sur R (car (x1¡ �[f ])2+
Pd
k=2

xk
2> 0, puisque

f est non constante).



Et on a

(1)¡kP nf ¡�[f ]b1k�2 =
Xd
k=2

xk
2(1¡�k2

n)

Avec 1 est une valeur propre de multiplicité 1 de l'endomorphisme f 7¡! Pf , donc
d'après la question 1.8.c, on a pour tout 26 k6 d: ¡1<�k< 1,

Par suite
Pd
k=2

xk
2(1¡�k2

n)> min
26k6d

(1¡�k2
n)
Pd
k=2

xk
2> 0, car f est non constante.

Ainsi (1)> kP nf ¡�[f ]b1k�2, ainsi puisque  est strictement croissante, et par carac-
tèrisation de la borne inférieure, il existe �2 [0; 1[ tel que (�)> kP nf ¡�[f ]b1k�2

Donc pour ce �2 [0; 1[, on a 
(x1¡�[f ])2+

Xd
k=2

xk
2

!
�2n > kP nf ¡ �[f ]b1k�2

Avec

(x1¡�[f ])2+
Xd
k=2

xk
2 = kf ¡ �[f ]b1k�2

Ainsi

�2nkf ¡�[f ]b1k�2 > kP nf ¡�[f ]b1k�2

D'où

�nkf ¡�[f ]b1k�> kP nf ¡ �[f ]b1k�

(f) En déduire qu'il existe une constante C telle que

8n> 1 sup
x2E

j�n(x)¡�(x)j6C�n

Soit n2N?, et x2E,
D'après la question précédente on a pour fx: y 7¡!1x=y(y)=

�
1 six= y
0 sinon

�2nkfx¡�[fx]b1k�2 > kP nfx¡�[fx]b1k�2

Avec:

�[fx] =
X
y2E

�(y)fx(y)

= �(x)

Avec b1 a toutes les composantes valent 1.
Ainsi

�2nkfx¡�(x)k�2 > kP nfx¡�(x)k�2



De plus

kfx¡�(x)k�2 = hfx¡ �(x); fx¡�(x)i�
= �[(fx¡ �(x))2]
=
X
y2E

�(y)(fx¡ �(x))2(y)

=
X
y2E

�(y)(fx(y)¡ �(x))2

=
X
y2E

�(y)(fx(y)¡ �(x))2

=
X
y2E
y=/ x

(�(y))
3
+ �(x)(1¡ �(x))2

=
X
y2E

(�(y))
3
+ �(x)¡ 2(�(x))2

6
X
y2E

(�(y))
3
+1

Posons C2=
P
y2E

(�(y))
3
+1

Et

kP nfx¡�(x)k�2 = hP nfx¡ �(x); P nfx¡ �(x)i�
= �[(P nfx¡ �(x))2]
=
X
y2E

�(y)(P nfx¡�(x))2(y)

=
X
y2E

�(y)(P nfx(y)¡�(x))2

=
X
y2E

�(y)
 X
z2E

P n(y; z)fx(z)¡ �(x)
!
2

=
X
y2E

�(y)(P n(y; x)¡ �(x))2

>
 X
y2E

�0(y)P n(y; x)¡ �(x)
!
2

= j�n(x)¡�(x)j2

Ainsi

j�n(x)¡ �(x)j26C2�2n

Et ça pour tout x2E, alors

sup
x2E

j�n(x)¡�(x)j6C�n


