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Hokok
Les parties I et II sont indépendantes.
1. PARTIE I

Dans cette partie, E est un ensemble fini ou dénombrable. L’ensemble des probabilités

sur F est ’ensemble
P(E) = {MIE* 0,13 ) = 1}
rxeFlR

Une matrice de transition sur E est une application P: E x E— [0, 1] telle que pour

tout x€FE, on a
> Pla,y)=1
yekr

Le produit PQ) de deux matrices de transition P et Q est défini par
V(z,2) € Ex E(PQ)(z, 2) ZPmy ,2)

yekr

lsiz=y

On notera I la matrice de transition définie par I(x,y) = { Osioy

1.1. (a) Vérifier que si P et @ sont des matrices de transition, PQ est aussi

une matrice de transition.
Soient P, ) deux matrices de transition, on a pour tout z € F

Z(PQ x,y) ZZP$Z ,Y)

yeE yeEEzeE

Avec la famille (P(z,2)Q(z,Y))(y,-)eEx E est & terme positifs, donc via le théoréme de

Fubini-Tonelli on a:
Y (PQ)(w,y) = DD Plx,2)Q(z,y)

yekl zeEyek
= P y)
zel yer

Puisque @ est une matrice de transition, alors Y Q(z,y)=1,
yek
Ensuite > (PQ)(x,y)= > P(z,z)=1, car P est une matrice de transition, d’ou le
c€E zeFR
résultat.



(b) Vérifier que si P, Q et R sont des matrices de transition, on a
(PQ)R=P(QR).
On a pour tout (z,y) € E X E

(PQ)R(x,y) = Y. (PQ)(x,2)R(z,y)
zeFR

= > > P(x,)Q(t, 2)R(z,y)

zeEteFE

La famille (P (z,t)Q(t, 2)R(2,Y))(z,eExE est a terme positifs, donc d’aprés le théo-
réme de Fubini-Tonelli on a:

(PQ)R(z,y) = > > P(z,0)Q(t 2)R(z,y)
tebzeE
= Y P(z,1)) Qt 2)R(z,y)
ter zelE

= ) P (x,)(QR)(t,p)

= P(QR)(z,y)

Et ¢a pour tout (z,y) € E x E, donc (PQ)R=P(QR).

(¢) Pour tout entier n > Oet toute matrice de transition P, on définit P™ par PO=1
et la relation de récurrence P! =P"P si n>0. Vérifier que P™ est bien une matrice
de transition.

Par récurrence sur n € N, on a pour n =0, P?=1T est une matrice de transition.

Soit n € N, supposons que P"est une matrice de transition, et puisque P est une
matrice de transition, alors via la question 1.1.a le produit P"*!= P"P est une matrice
de transition, d’otl le résultat.

Etant données 1 €P(E), une matrice de transition P et des fonctions bornées f: E—R
et g: EF— 1R, on définit les nombres réels suivants

ulf] = Y ple) f(a).

el

pP(y) = > pa)P(z,y),ony € E.
el

Pf(z) = > P(x,y)f(y),onz€E.
yeklk

(f29)u = nlfgl.

1.2. Soit peP(FE), soient P et () des matrices de transition et soit f: E—R une
fonction bornée

(a) Montrer que uP €P(E) et que (uP)Q=pu(PQ).
Montrons d’abord que uP € P(E).

On a pour tout x € £
Y ouP@) = >3 u(y)Ply, z)

zeE reEyelk



La famille (1(y) P(y,7))(2,y)cExE est & terme positifs, donc via le théoréme de Fubini-

Tonelli on a:
douP@) = > Y uyP

zeE yeExzeFE
— ZM(Q)(ZP(%@)
yer zeE

= Z 1(y) (car P est une matrice de transition)
yekr

= 1(carpeP(F))

De plus pour tout z € E on a 0< pP(x) < Y. pP(x)=1. Donc pPeP(E)
zeL
Montrons maintenant que (pP)Q=p(PQ).

On a pour tout y € £, on a

(P)Q(x) = > (pP)()Q(z,y)

zeFE

= Z Zu(z)P(z,ﬂv)Q(xa Y)

rebzeE

Avec la famille (pu(2)P(z,2)Q(7,Y))(2,-)eExE est & termes positifs, donc on a via le
théoreme de Fubini-Tonelli

(pP)Q(z) = D> u(2)P(z,2)Q(z,y)

zeExeFR

= Zu(z)(ZP(Z,SU)Q(fUay))

zeFE zelR

= ) u(=)(PQ)(z,y)

zeFR

= u(PQ)(y)

D’ou le résultat.
(b) Montrer que Pf: E—IR est une fonction bornée et que puP[f]=u[Pf].
On a pour tout x € £

|Pf(x)] = | Y Pz, y)f(y)
yeklk
< D Pyl f(y)
yeE
< max|f |ZP$ Y)
yek
< maxl ()

< 400 (car f est bornée)

D’ou Pf est bornée. Montrons maintenant que pP|f]=u[Pf]



On a
pP[f] = ) uP(x)f(x)

zel

= ) wy)Ply,z) f(x)

zeEycE

La famille (p(y)P(y,z) f(*))(2,y)eEx £ est sommable, en effet on a

S )Py, a) f(@)] = > w(y)d Py, )| f(z)

yeEExeE yer zeE

< Il n(y) Y Ply,x)

yer zel

= [If e n(y)

yeE

= || flleo
< +0o0

Donc d’aprés le théoréme Fubini-Tonelli la famille (u(y)P(y, z)f(%)) 2,y cexE est
sommable.
Et on a

(¢) Montrer que (PQ)f=P(QYf).
Pour tout z € F/, on a

(PQ)f(z) = Y _(PQ)(x,y)f(y)

yeklk

= YD P(z,2)Q(z, ) f(y)

yeEzeE

La famille (P(z,2)Q(z,y) f(¥))(y,2)eEx E est sommable, en effet

SN IP@,2)Q(z u) ()l = D> P,2)Q(z, )| f(y)]

zeFEyeFkE zeFEyeFkE

ufnooZP(x,z)(ZQ(z,y))

zeE yelr

= [Ifllec) _Plz,2)

zeFR

= |Iflls
< +00

N



Et donc via le théoréme de Fubini-Tonelli, on a

(PQ)f(x) = Y Y P(x,2)Qz,9) f(y)

z€EyeFkE

_ Zp(x,z)<ZQ(z,y)f(y)>
z€E yer

- Y P a@ne)

- PN

Et ¢a pour tout x € E. d’ou (PQ) f=P(Qf).

Une matrice de transition P sera dite réversible par rapport a un élément = de P(FE)
si pour tout (z,y)€E? , on a

m(z)P(z,y)=m(y)P(y, ).

Une matrice de transition P sera dite irréductible si pour tout (z,y)€ E? | il existe
un entier n > 1 tel que P" (z,y)>0.

On se donne, sur un espace probabilisé (Q,.A, P), une suite (U,)n>1 de variables aléa-
toires réelles indépendantes et identiquement distribuées, et une variable aléatoire Xy a
valeurs dans F, indépendante de la suite (Uy,)n>1. On se donne une fonction F: E x R—E
et on définit une suite (X,)n>1 de variables aléatoires & valeurs dans F en posant, pour
tout entier n > 1,

Xn :F(anla Un)

La loi de X, est notée pu, On rappelle que c’est I'élément de P(E) défini par
pn(z)=P[X,, =x] pour tout z€ E.

L’espérance d’une variable aléatoire réelle bornée X sera notée E[X].

Pour tout (z,y)€ E?, on pose P(z,y)=P[F(z,U;)=y].

1.3. (a) Vérifier que P est une matrice de transition et que, pour tout entier
n >0 et tout (xg,...,2,) EE™TL, on a

n
IP[Xo =20, ..., Xn=Tn] = po(To) H P(x;—1,x;).
=1
Vérifiant d’abord que P est une matrice de transition, on a pour tout x € E:
yeE yeE
=1

D’ou P est une matrice de transition.
On a pour tout n € N

P[Xo=x0,...,. Xn=2an] = P[Xo=x0,..., Xn—1=Tn_1, Xpn ==y
= ]P[XO:«TOa---7Xn71:wn717F(Xn717Un):wn]
- ]P[X0:$07---7Xn—1:$n—17F(xn—17Un):xn]

Par itération, on obtient

P[onw(],...,Xn:wn] = ]P[X(]:xo,F(xo,Un):wl...,,F(wnfl,Un):wn]



Avec (Uy)n>1 est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement
distribuées, alors pour tout x € R (F(x,Uy))r>1 est une suite de variables aléatoires indé-
pendantes et identiquement distribuées, et Xy est indépendante de la suite (U,)n>1, donc
Xoest indépendante de la suite (F(z,Uy))r>1 ot « € E, on a alors

n
P[Xo=x0,..., Xn=a,] = XO—CEOH (xk—1,Upn) = 2]

= Xo—ﬂUoH (xp—1,U1) =z

n

= po(zo) [ [ Plak-1, 1)

k=1

(b)Montrer que pour tout entier n >0 et tout (xo,...,T,) € E"T! tel que
P[Xo=0, ..., Xn =12y >0, on a, pour tout € FE,

IP[Xn+1:$|X0 =0, ...,anwn] :P(wn,w)

Soit n €N, x € E et soit (xo, ..., z,) € E"! tel que P[Xo=x0, ..., X, =,]>0.

Posons x,4+1=2. En utilisant la question précédente, on a

IP[XO =20,y Xn=Tp, Xpnt1= xn-f—l]
IP[XO =0y .-y Xn :«Tn]

n—+1

po(zo) TT Pzk—1, k)
_ k=1

po(zo) [T P(xk—1, k)
k=1
= P(wnaanrl)
= P(zp,x)

IP[XnJrl :«TnJrl‘XO:an .. 7Xn:wn] =

D’ou le résultat.

(¢) Montrer que pour toutn >0, on a pu, = poP™ et que si poP = o,
alors p, =g pour tout n > 0.
Soit n € N, on a pour tout x € E, on a par formule de probabilité totale, en utilisant la
question 1.3.a, et en posant z, =x:

pin(z) = P[Xn=2]

Z Z Z n—x Xo—wo,...,anlzwnfl]

:D()GE:L‘16E Ty — 1€E

S XY Y Pl Xaimn Kmd

ro€EFEx1€FR Tp_1€FR

— Z Z Z ,uo(xo)HP(xk_hﬂUk)
k=1

ro€EFEx1EE Ty 1EE

= wolwo) > oo > [ P@k-1 )

ro€EFE r1€ER Tp_1€FEk=1



Par une simple récurrence, on peut montrer facilement la formule qui donne le produit
fini de plusieurs matrices de transitions:

Z Z HP(:L‘k_l,xk):P"(xo,xn)

r1€ER Tp_1€EFEk=1

D’ou

pn(r) = ZMO(%)P"(%O,%)

roEE
= ,UfOPn(xn)
= poP"(z)

Et ca pour tout z € F, alors u,, = uoP™.

Supposons que poP =y, Et montrons par récurrence que p, = o pour tout n >0
Pour n =0, on a bien pgP®=pol = po

Soit n € N, supposons que i, = poP™ et montrons que i, = poP" !

On a par hypothése de récurrence i, P! = (uoP")P = poP = py

D’ou le résultat.

(d) Montrer que pour tout n >0 et tout x € E tel que po(x) >0, on a
P[X,=y|Xo=z]|=P"(x,y) pourtout yc E.

Soit n € N. On a pour tout =,y € F, tel que puo(x)>0

P[Xyn =y, Xo=1]
P[Xy=x]

PX,=y|Xo=2] =

1
= IPXTL: ,X =X
MO(«T) [ Yy 0 ]

Notons zg=z,z,=1y, on a

P[X,=y|Xo=12] = YooY PXo=m0, X1 =201, X = 1]
r1€ER T, 1€EER

n

_ Motx)z... > polxo) [T Plak—1, k)

T1€E Tp_1€EE k=1

= Z Z HP(xk_l,xk)

r1€EE zp_1€EFEk=1
= P"(xo,zp)
= P"(z,y)

D’ou le résultat.

(e) Montrer que pour toute fonction f: E— R bornée, on a

E[f(Xn)] = po[P"f]-



On a
Elf(X)] = 3 f(@)P[X,=1]

zeE
= S @) )
zelE
= 3 P ()
zelE
= poP"[f]
= uo[P™f] (d’apréslaquestion1.2.c)

A partir de maintenant, on supposera que
e P est réversible par rapport a une probabilité 7€ P(E),
e il existe a € E tel que 7(a) >0 et tel que, pour tout x € F, il existe un entiern > 1 pour
lequel P"™(a,x)>0.
1.4. Montrer que 7P =r.
On a pour tout x € £

wP(z) = Y w(y)P(y,x)
yerE
= Y w(x)P(z,y)
yekl
= 7(2) 3 Pz, y)
yeE
= ()

Et ca pour tout x € E, alors tP=m.

1.5. (a) Montrer que pour tout n >1, la matrice de transition P™est réver-
sible par rapport am.

Essayons de montrer le résultat par récurrence sur n € N*

Pour n=1, on a par définition de P, P est réversible par rapport a .

Soit n € N*, supposons que P"est réversible par rapport a, et montrons que P"*!est
réversible par rapport am

On a
(@) P (2,y) = w(@)(P"P)(z,y)
= ZW(JZ)P”(Q:,Z)P(Zvy)

- ZEZYZW(Z)P"(z,x)P(Zvy)
- Zze;gw(z)P(z,y)P"(z,w)
- iw(y)P(y,z)P"(z,w)
= ;e(y)ZPw,z)P”(z,x)

zeFE
= 7(y)(PP")(y, )
= w(y)P"(y, )



Ainsi P"*lest réversible par rapport am, d’ou le résultat par récurrence sur n > 1.

(b) Soitn >1 et soit x € E. Montrer que si P™*(a,x)>0,on a P™*(x,a)>0et
7 (x)>0.
On a d’aprés la question précédente.

m(a)P"(a,z)=n(x)P™(x,a)

Avec 7(a) >0, et P"(a,z)>0, alors w(z)P™(x,a) >0, avec w(z) >0, alors P"(z,a)>0et
m(x)>0.

(c) Montrer que 7(x) >0 pour tout z€ E.
On a pour tout = € F, il existe un entiern > 1 pour lequel P"(a,z)>0. donc d’aprés la
question précédente on a 7(x) > 0.

(d) Montrer que P est irréductible.
Soit (z,y) € E?, on a 'existance de ni,ns >0 tel que P"'(a,x), P"(a,y) > 0.
Et d’aprés la question précédente 7(x),m(y)>0. On a alors
Pmt™ (g y) = (P™ x P")(x,y)
= anl(SU, 2)P™(z,x)

z€ER
> P"(z,a)P™(a,x)

Or, d’aprés la question 1.5.a on a est P™ réversible par rapport am, donc

P"(z,a) = %P"l(a,x)>0

Ainsi PM+72(z,y) >0, et ca pour tout (z,y) € E?, donc par définition P est irréductible.

1.6. Pour toute fonction f: F— R bornée et tout entier n > 1, on pose
ElN=2 3 [f(@) - f(y)Pr(a)P(a,y)
(z,y)€E?

(a) Montrer que E,(f)=(f — P"f, f)=.
On a

(f=P"f, f)x = =l(f=P"f)f]
= Y m(2)(f(z) - P"f(x))f(x)

rzeFR
_ Zw(m)(f(x) Y P, y>f<y>)f<x>
relR yek

Montrons que la famille (7w(x)(f(z) — f(y)) f(x)P™(x,y))(s.,)c 2> €st sommable

(z,y)



Puisque P est réversible par rapport a 7, alors on a:

Y @) (f@) = f(y) f(@)P"(z,y)l

(z,y)eE?

= > InW(f )~ f@)f(y) Py, )|

(z,y)eE?

(z,y)€E?

= > a7 1 () = f@)|[P(y, )

yer zel

< 2l m W)Y P (y. )

yelr zeE

2| flloo > () £ (%)

yeLrE

Car > P™(y,z)=1 pour tout y € E, puisque P"est une matrice de transition.
rzelE
On a alors

> Imn@)(f@) = f(9)) f(@) P (@, y)| <

(z,y)€E?

2011123 w(y)

yelE

= 2[If15%
< +0o0

Donc la famille (7(z)(f(z) — f(y)) f(x)P™(%,Y))(2,y)c k> est sommable, et on a

Zm)(f(x)ZP"(x,y)—ZP"<x,y>f<y>>f<x) ()

zeE yer yer

= > w@)(f@) = f(W)f(@)P(z,y)

(z,y)€E?

(f=P"f, f)x =

Et puisque P est réversible par rapport a m, alors

Y. w@)(f(@) = f)f@) P zy) = Y w(y)(f(y) = f(@2)f(y)P(y.)

(z,y)€E? (z,y)€E?
= Y m@(W) - f@) )P y)
(z,y)€E?
Ainsi
S w @) (f@) - f) @ P wy) = 3 S w@)(f@)~ f) F@)P )
2
(z,y)€E?
43 3 A@DU) - F@E) )P, y)
(z,y)€E?
= 2 ¥ r@(f@? — 20w
(z,y)€E?



(b) Montrer que si Pf=f, la fonction est f est constante.
Supposons que Pf = f, et montrons que f est constante.
Puisque Pf= f, alors par récurrence simple sur k € N, on a P*f = f pour tout k€ N
Et on a d’aprés la question précédente pour tout k € N

E(f) = (f=P*f, f)n
=0

Donc 5 3> w()(f(x) ~ f(1))*PH(z, y) =0

(z,y)EE?
Or la somme est & termes positifs,
En particulier pour tout (z,y) € E? 7(x)(f(x) — f(y))*P*(x,y) =0
Et puisque on a I'existence d'un entier n > 1 pour lequel P"(a,x)>0,et 7(a) >0,
alors en particulier pour z = a, et k=mn, pour tout y € E (f(z) — f(y))*=0.
Donc f est une fonction constante.

(¢) Soit p un élément de P(FE) tel que uP=p. En posant f(x)= Zg; ,
montrer que Pf= f, puis que p=mr.
On a pour tout x € E.

Pf(z) = Y Pz, y)f(y)

yek

On a alors Pf = f,
Supposons que % est bornée, Donc d’aprés la question précédente f est constante,
posons pour tout z € E, f(x)=C5"€ R, on a alors

na) = w(@)C
Et1= ) p(r) = Cst > m(r) = Cst, d’ou flx)= pe) _ 1, pour tout x € E.

zel zel m(@)
D’ou u(x)=m(x), pour tout x € E, ainsi 7= p.

A partir de maintenant, on supposera également qu’il existe un élément b de E tel que
P(b,b)>0.



1.7. (a) Montrer que pour tous entiers positifs k,l,n, on a P™(b,b)>0 et

Pk+n+l(wa Y) EPk(ma b) P™(b, b)Pl(ba y) pour tout (z, y) € E>

Montrons par récurrence sur n € N, qu’on a P"(b,b) > 0.

Pour n=0, on a P°(b,b) =1>0? Soit n € N, supposons que P"(b,b) >0, et montrons
que P"Hi(b,b) > 0.

On a par positivité des termes:

Pt l(b,b) = P"x P(b,b)
> P(b,x)P(x,b)

zeFE
> Pr(b,b)P(b,b)

> 0

D’oit le résultat par récurrence sur n € N.
Soient k,I,n €N, et soit (x,y) € E?, montrons que P*+7*!(x, y)>P*(x,b)P™(b,b) P'(b,y)
On a

Pk+n+l($, y) — Zzpk($,t)Pn(taz)Pl(za y)

zeBteR
> PHa,b)P"(b,b)PL(b, y)

D’ou le résultat.

(b) Montrer que P2 est irréductible. On rappelle (cf. la question 5(a))
que P? est réversible par rapport a .
On a d’aprés la question 1.5.d, P est irréductible, donc on a ’existence de nq,no >0 tel
que P™"(b,x) >0 et P"2(b,y)>0.
On a de plus 7(y), m(a) > 0, donc via la question précédente, on a

(PQ)n1+n2(x’y) _ Pn1+(n1+nz)+ng(m7y)

> P(x,b)Pmn2(b, b) Pra(b, y)
m(b)
— pm pnitng pn2
TP, ) PP, P, )
> 0
D’ou le résultat.
(¢) Montrer que si une fonction bornée f: E— R vérifie Pf=—f, alors

f(x)=0 pour tout x€ E.

Soit f: E— R une fonction bornée tel que Pf=—f.

On a par récurrence simple sur n € N, P"f = (—1)"f, en particulier pour tout n € N
P?nf — f =0, ensuite en utilisant la question 1.6.a on a pour tout n =1 Exp,(f) =0

Ainsi pour tout n>1 on a

meNy Y @) - fw)Pr@)Pay) = 0

(z,y)eE?



Avec pour tout (z,y) € E?, on a [f(x) — f(y)]*n(z)P?*"(x,y) >0, donc pour tout (z,
y) € E? ona [f(z) — f(y)]*m(x) P (2, y) =0 (X)

Soit (z,y) € E%, on a montré dans la question précédente que P? est irréductible

Donc par définition, il existe ng p, np,y > 1 tel que P"*(z,b) >0 et P"¥(b,y) >0

Or il existe un entier n € N tel que ng p, + 1y, + np soit pair, notons par 2k ce nombre.

On a via la question 1.7.a

P*(z,y) > P"(x,b)P"(b,b)P"" (b, y)

Or P(b,b) > 0, donc pour tout n € N, on a P™(b,b) > (P(b,b))" > 0. Par suite

P (z,y) >0

Ainsi via (%K), on a [f(z) — f(y)]>m(z)P?(x,y) =0, avec 7(x), P?*(z,y) >0
Donc f(z)= f(y), ainsi f est constante.
Ainsi pour tout z € F, on a

fl@) = => Pz,y)f(y)

zelR

= @)Y Ple.y)

zeFE

= —/(@)

Ainsi f(xz)=0, et ¢a pour tout z € E. D’ou le résultat.

1.8. Dans cette question, on prend E={1,...,d}, ou dest un entier. Une fonction
: E—TR peut étre alors vue comme un élément de R? .
E—TR peut étre al slément de R?

(a) Montrer que (.,.), définit un produit scalaire sur R¢. On note ||.||»
la norme associée.
On a pour tout f,g,h€R? et A\€R, on a

(f,9)x = w[fg]
= ) (@) f(x)g(x)

zelk

= S n(@)g(@) f(2)

zelk

= (9, f)x

Donc (., .)r est symétrique.
Montrons que (., .), est bilinéaire:
On a

(f;9+Ah)x = =[f(g+Ah)]

= > w(@) f(2)(g(x) + An(x))

zelE

= Zw(x)f(x)g(x) + )\Zw(x)f(x)h(x)

zelE zel

= <f7g>7r+)‘<f7h>ﬂ'



Par symétrie, (.,.)r est bilinéaire.
Il reste a montrer que (.,.), est définie, positif
On a pour fnon nul, alors il existe zg € E tel que f(xg)#0

(f, f)m = =[f3
= Zw(x)fQ(:E)
= > @) @)+ w(w0) f(a0)
z€E\{zo0}
> 0

Car w(wo) f2(z0) >0,et >  m(z)f*(z)>0.
z€E\{zo}
D’ou le résultat.

(b) Montrer que ’application f+—— Pf est un endomorphisme de IR9
symétrique pour le produit scalaire (.,.)r.
Soit f,g€R%et A€ R, on a pour tout z € F

P(f+Ag)(@) = > Pz, y)(f(y)+A(y)

yelr

= Y P,y f(y)+ A Pla,y)g(y)
yeE yer

= Pf(z)+ APg(x)

= (Pf+APg)(x)

Et ¢a pour tout z € E, alors P(f+ Ag) = Pf + APg, donc f+— Pf est un endomor-
phisme de R

Montrons qu’il est symétrique pour le produit scalaire (.,.)r
On a pour tout f, geR?

(Pf,g)x = w[gPf]
= ) 7(x)g(x)Pf (=)

zelR

= > w@)g@)> P, y)f(y)

zel yekl

= > ) w@)P(z,y)9(z) f(y)

yeE zek

= Z Z m(y)P (y,z)g9(x) f(y)

yeE zek

= Y )Y P(y,z)g(x)

yeklE zelk

= Y fy)n(y)Py(y)

yeklE
= n[fPyg]
- <f7Pg>7T



D’ou le résultat.

(¢) Montrer que si A€ C est une valeur propre de P, alors A est réelle
et vérifie —1 <A< 1.
Puisque P+—— Pf est symétrique pour le produit scalaire (.,.)r, alors P est une matrice
réelle symétrique, donc d’aprés le théoréme spectral, P est diagonalisable sur une base
orthonormale de RY pour le produit scalaire (.,.).

Donc A est réelle, il reste a vérifie que —1<A<1
Soit e € R un vecteur propre de P associée a A, alors Pe= \e
Notons P = (p;,j)1<i,j<d> €t e=(e1,...,€q), on a alors pour tout i € [1,d]

d
> pijei = Aej
i=1

Soit i € [1,d] qui vérifie |e;,| = max |e;|, puisque e est non nul, alors |e;,| >0,
X

et on a

1
A = =D pise;
|€io| =

D’aprés la question 1.7.c, A#0 (-1 n’est pas valeur propre de P, le seul vecteur f qui
vérifie Pf=—f est f=0).

Dou —1<A<1.

D’oit le résultat.

(d) On note by le vecteur de IR? dont toutes les composantes valent 1.
Montrer que b; est un vecteur propre de P associé a la valeur propre 1, qui est
une valeur propre de multiplicité 1 pour P.

On a
> P(l,y)

yek

Pby =

> P(d, y)

yek



Ainsi b est un vecteur propre de P associée a 1, de plus d’aprés la question 1.6.b, on
a pour tout f €R%tel que Pf= f, alors fest constante donc, elle est proportionnelle & b;.

D’ou 1 est une valeur propre de multiplicité 1 pour P.

(e) Montrer qu’il existe A€ [0, 1[ tel que, pour tout n>1 et toute fonction
f+E—>R,o0na

1P™f — w[flball= <A™ f — 7 [f]b1]|~

Si f est une fonction constante, on a pour tout n€ N, P"f — [ f]lby=0et f —x[f]b1=0,
donc tout A€ [0, 1] convient

Dans la suite on suppose que f est non constante.
Montrons d’abord que b; est un vecteur normal pour la norme ||.||r. Pour cela on a

[b1]2 = (b1,b1)x

= wlbibi]
> w(@)bi(x)bi(x)
zeE
- 3 )
el
=1
Complétant by en une base orthonormée de R pour le produit scalaire (., )x (b1,...,bq)
formée par les vecteurs propres de P
d
On a lexistence de x1,...,2, € R tel que f= > ziby
k=1

Notons A, € R la valeur propre associée a by (A1 =1) Vk € [1,d].

Soit n€NN. On a

d
1Pf = fball7 = ||D wwPrbx =[]
k=1

d
= D wrXibr — [ £l
k=1 s
2

d
= (:r:l — W[f])bl + ZxkAzbk
k=2

™

d
= (- w2+ S a2
k=2

d
On définie la fonction v: A— <(CE1 —mlfD?+ > SUZ))\%
k=2
d

est une fonction strictement croissante sur R (car (z1 —n[f])2+ 3 2% > 0, puisque

v k puisq
k=2

f est non constante).



Et on a

V(1) = 1P f =l bl = E}ml—A”

Avec 1 est une valeur propre de multiplicité 1 de I’endomorphisme f+—— Pf, donc
d’aprés la question 1.8.c, on a pour tout 2<k<d: —1 < <1,

d d
Par suite S 27(1—A%")> min (1—M3") 3 27 >0, car fest non constante.
k=2 2<k<d k=2
Ainsi v(1) > ||P™f — [ f]b1]|2, ainsi puisque 7 est strictement croissante, et par carac-
terisation de la borne inférieure, il existe A € [0, 1] tel que ~v(\) > ||P™f — «[f]b1]|2

Donc pour ce A€ 0, 1], on a

d
((w1—7r[f])2+zwi>/\2” > ||P"f —w[fbullz
k=2

Avec
d
(1 —nlf Z = |If == [flbalZ
Ainsi
A2 f = flbr|2 = | P f —w[flbal|2
D’ou

XN =l flbillw = 12" f = 7 [ flball 2

(f) En déduire qu’il existe une constante C telle que

Vn > 1sup|pn(x) — 7(x)| < CA™
xEFE

Soit neIN*, et z € F,

D’aprés la question précédente on a pour f:y+— lp=y(y) = { Lsiz=y

0 sinon
>‘2n||fx _W[fx]blugr 2 ||P" fo — W[fx]blugr

Avec:

wlf = D w(y) faoly)

yeklk
= 7(x)

Avec by a toutes les composantes valent 1.
Ainsi

| o= w @22 [P L= n(@)|



De plus

I fo—m(@)7 = (fo—7(2), fo—7(2))r
7[(fo—7(2))?]
> w () (fo— (@) (y)

yeE

= Y 7 (W)(faly) —7(2))?

yeE

= > T(y)(fely) —m(2))*

yekE

= > () + 7)1~ (@)’

= 3" (7 (y)’ + 7(2) — 2(n(x))?

yeE

S (w(y) +1

yeE

N

3

Posons C? = > (m(y)) +1

yeklk
Et
[P fr—=m(2)|z = (P"fo—7(x), P"fr—7(2))x
= w[(P"fy —m(z))?
= > wy)(Pfe—m(x))*(y)
yeklk
= S R )P aly) - nl)?
yer
2
-3 w<y><2 P"(y,Z)fx(Z)—W($)>
yeE zelR
= Y 7 (y)(P(y,z) —7(x))?
yeklk
2
> (2 uo<y>P"<y,x>—w<x>>
yek
= |pn(2) — 7(2)]?
Ainsi

‘Mn(x) . W(Z’)|2 g 02)\271

Et ca pour tout z € F, alors

sup | pin () — ()| < CX*
zeE



