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ilyasssabir7@gmail.com ou badrettousy26@gmail.com
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Pramiére partie

la. Montrons que —M)j est diagonalisable.
Le polynéme caractéristique de — My est :

X*MO(X) = det(XIn + M())

X1 ...11
1 X
1 1
) X 1
1 1 .1 X
On a, alors
X*Mo(l):()

Donc 1 est une valeur propre associée & —Mp, et le sous espace propre E; de —Mj associé a la
valeur propre 1 est :

Ey=ker(—My— I,,) =ker(My+ I,)

Soit xt=| . |[€R" ona:

‘/'C’VL

xe€E & (My+1,)z=0
Y1

. n
& zeH:= . EIR"|y1,...,ynEIRtelqueZyk:O
. k=1
Yn
Et ¢a pour tout z € R™, d’ou
Ei=H

Or H est un hyperplan, donc dim £y =dim H =n — 1.
Ainsi 1 est une valeur propre de —Mj d’ordre de multiplicité n — 1.



Or la somme des valeurs propres est la trace de — M, en particulier 1 — nest une valeur propre
de‘fﬂ4d
T

Et pour tout z=| . |[€R™ ona:

X n

x€bi_, & (=My+(n—-1)I,)z=0
& ViE[[l,n]](nfl)xi:Zxk

k=1
k+1
& T1=To=-:" =Ty
1
1
& x Evect
1
Ainsi
1
1

Ei_,=vect
1
Puisque dim Fy + dim F;_, =n, alors — M est diagonalisable, de valeurs propres 1 et 1 —n.
1b. Pour tout z € R,

On a par la définition du déterminant :

n

det(z 1,4+ Mo)= > e(0) [ [ (@ In+ Mo)o(i).i

ceS, i=1

Or pour tout i € [1,n]
1sio(i)#1

(@In+ Mo)o(i),i = { wsio(i) =i

Alors
det(x I, + My)

ZE(J) H x

c€eS, i€v(o)

= Z (o) ()

ogeS,
D’autre part, d’aprés la question précédente

det(x I, + My) = (z —1)"1(z — (1 —n))

D’ou
> e(0) ) =(z—1)" Mz +n—1)

gES,

2. On a d’aprés la question précédente,
Pour x=1, on a



D’autre part, en dérivant la fonction z+— > e(o)z*?), on a
oceS,

E e(@w(o)z¥@ = (n-1)(@z-1)"2(z+n—-1)+(z—1)"""
oES,
v(o)>1

Au point x=1,0n a:

Osin>3
Z elo)p(o) = {251712
oceS,
v(o)>1
D’ou
Y elow(o) = Y elo)v(o)
ogeS, oES,
v(o)>1
. Osin>3
o 2sin=2

De plus, pour tout x € R, on a :

x

/Za(a)t”(")dt - /(t—l)”‘l(t—i—n—l)dt
0

oceS, 0
Or
/ e(o)t? D dt = Zs(o)/t”(")dt
OO'ESn, gEeS, 0
_ Z 5(0) :L,u(a)—i-l
1+v(o)
ocES,
Et
t—1)" Yt+n—-1)dt = t—D"+nt—1""1dt
(t-1)
0 0
— (w_l)n—i_l _1\n _1yn—1_"
e e
D’ou
6(0—) u(a)+17(x71)n+1 _1\n _{\yn—1_TN
Zler(a)aj  on+1 ="+ (=) n+1

cES,

Au point x=1, on a

(0) — n—1_"
Z 1jl/(0') =1 n+1

ogeS,
On a
ZE(O’) = Z e(o) + Z (o)
oceS, ogeS, oceS,
e(o)=1 e(o)=-1

Card{oc €S,:e(0) =1} — Card{o € S,:e(0) =—1}

D’apreés la question précédente, ona > (o) =0.
oeS,



Par suite
Card{oc €S :e(0)=1}=Card{oc € S,:e(0) =—1}

D’ou la probabilité qu'une permutation de S,, tirée uniformément au hasard soit de signature

. 1
prescite est 5

4. Soit o€ S,,.
On a 0 € Dy, si et seulement si v(o) =0

Et
d e(0)a ) = N e(o)+ Y (o))
c€eS, o€D, c €S, \Dn

Au point =0, on a

Z E(U)x”(”)

ceS,

= Z (o)

o€D,
= Card{o €D,:e(0) =1} — Card{oc € Dy:e(0) =—1}

=0

D’autre part

Z e(o)z?(@)

cES,

=(@@-1)""Het+n—1)e=0=(-1)""(n-1)

x=0
Ainsi
Card{oc € D,:e(0c) =1} — Card{oc € D,:e(0) = -1} =(-1)""1(n-1)

D’ou le résultat.

5a. SoitmeN,Ona (1,X,...,X™) (resp. (1,(X —1),...,(X —1)™)) est une famille de polynémes
non nuls échelonnée en degré, donc elle est libre avec le cardinal égal & m + 1 =dim (R,,,[X]).
Ainsi, elle est une base de R,,,[X].

5b. Il suffit de montrer que M est la matrice de passage de la base (1, (X —1),...,(X —1)™) a
la base (1, X,...,X™).
On a pour tout k € [0, m]

D’ou le résultat.

5c. Puisque M est une matrice de passage, alors elle est inversible, et son inverse M ~! est la
matrice de passage de la base (1, X,..., X™) ala base (1,(X —1),...,(X =1)™).

On a pour tout k € [0, m]
k
—_ 1)k = kN _qyk—iyi
(X 1) = Z()()( Dh-ix

()
¢ (i,k)€[1,n]2

5d. Soient (ug,- - -, Um), (Vo, ., vm) ER™TL tel que

ayar
ngm,ukz<l)’vl

=0

Dou



Montrons que pour tout k< m, on a

”ng(l)kl@)ul

On a
(1)
Uo 1=0 !
Um Uk m
Z AL
1=0
0
Um
Donc

Vo Uo 1=0

vm um m ’
> Ju
D’ou le résultat.

6. Soit n € N*. Soit k € [0, n],
Notons pour tout [ € [0, k]| F;: ’ensemble des permutations de Sy ayant exactement ! points fixes.
On a {Fy,...,Fi} forme une partition de Sk, en particulier

k
> Card(F) = k!
=0

Card(F) = <];)Card(7)k) = (llC)Dl—k: (l fkj)Dl—k

Avec la convention Dy = Card(Dp) =1.
D’ou

D’autre part

En utilisant la question précédente, on a

n n n o _1\n—k o 1\k
DnzZ(—l)“—k<k)k!=nlz—((n1_) Al :n!z( k}!)

k=0

7a. Soitn>2,on a



Et pour e€{—1,1}, on a
card{oc € Dp:e(0) =¢}

P(Y,=¢) =

D,
Or d’aprés la question 4, on a
n—1 _
P(Y, =1)=P(¥, = -1)+ U D(" D
Donc
1l D=1
PO =1)=5+—>55"
Et
T S Gl e e ¥
P=-1)=5 2D,
D’ou
oLl D=1
Pu=e)=g+e—5p,
7b. Soit e € {—1,1}, on a pour tout n >2
(=D 'n-1) _ (=1)" " 'n-1)
2D o "=k
n n!'y ( k|)
k=0
Or
(=D 1
Z kl notoce
k=0
Donc
(=1)""'(n—1) (=1)""Hn—1)
2D,, n—-+oo 2en!
Avec
—_1\n—1(p —
im (U (=D,
n——+o0 2en!
D’ou
. 1) Hn-1)
im (U (=D,
o 2D,
Ainsi lim P(Y;,=¢) existe et on a :
n— —+o0o
1
lim P(Y,=¢)==
WSRO =E =5
8a. Ona

Zn(Sn) =[0,7]
Et pour tout k € [0,n], on a

Card{oc € Sn:v(o) =k}
n!




8b. On a
. 1
Jdm P(Zn=k) = o

8c. Le nombre moyen de points fixes d’une permutation aléatoire est ’espérence de Z,,.
Et on a

k=0
n n—k
1 (=)
- Z%Z il
k=0 " 1=0
o I o
—1) [
e Ui
Or pour tout k€N, on a
k>0
lim kP(Z,=k)=( ¢k ot
n—+o0 0sik=0
D’autre part, on a
n +oo
> kP(Zy=k) = kP (Zp=k)1{n, 1 oo((k)
k=0 k=0
La somme est fini & termes positifs, donc
+o0 1
1 EP(Zn=k)1[n, 400 lim kP (Z,=k)1[n,+ool(k —=1
,L:TOOZ Min+ool( Zn:ffm (=Mt = oy,

D’ou

lim E[Z,]|=1

n— -+o00

9. On a par calcul simple :

10. Soit n>2, on a s(n,n) est le nombre de permutations o de Sy, tel que w(o) =n, donc I,y =1.
D’ou 0 =idgs,, par suite :

s(n,n) 1

Et s(n,1) est le nombre de permutations o de S, tel que w(o) =1, c’est a dire I,y =n

Il existe (n —1)! permutations o de S, tel que w(o) =1 (cycle de longueur n)
D’ou

s(n,1)=(n—1)!



Pour tout k € [2,n — 1], on a s(n, k) est le nombre de permutations o de S, tel que w(o)=k
Montrons que

s(n,k) = s(n—1,k—=1)+(n—1)s(n—1,k)

Si w(o) =k et sans déplacer n, donc n est fixe par o, alors la restriction de o & S, 1 vérifie
w(o)=k—1,doncily a s(n—1,k — 1) permutations qui vérifie cette conditions.

Si w(o) =k par déplacement de n, alors il y a (n — 1) possibilités ou on peut envoyer o(n), aprés
avoir choisi la position de n, les n — 1 autres éléments forment sont isomorphe & une permutation
o’ de S, _1 tel que w(o’) =k.

Donc il y a (n —1)s(n — 1, k) permutations qui vérifie cette conditions.

D’ou

s(n,k) = s(n—1,k—=1)+(n—1)s(n—1,k)

11. Soit z € R, Posons pour tout j € N*

’ij(‘r) = ZS(Ja k)xk

k=1
On a pour tout n € N*
n—1
Kn(x) = S(n,n)ac”—i—S(n,l)ac—l—Z(s(n—l,kj—1)+(n—1)s(n—1,kj))xk
k=2
n—1 n—1
= 2"+ (n—-1Dlz+ Zs(nfl,kfl)xk+(n71)25(n7l,k)xk
k=2 k=2
n—2 n—1
= x”+(n71)!x+st(n71,k)xk+(nfI)Zs(nfl,k)xk
k=1 k=2

= 2"+ (n—Dz+z(kn_1(z) —s(n—1,n— 12" 1) + (n— 1) (kn_1(z) — s(n — 1, 1)z)
= (.I‘—f—?’l_l)"’@n—l(‘r)

Par téléscopage, on a

/@,,L(x):m(x)n(x—i—i—1):x1:[(x+i): 1:[(35—1—2)

12. On a pour tout n € N*

E[X, = Y kP(X,=k)
k=0
1 n
= mZk Card{o € S,;:w(o) =k}
k=0

1 n
= mst(n,k)
k=0

Or d’aprés la question précédente, pour tout z € R

n n—1n-—1
Zk:s(n, k)zk—1= Z H (x+1)
k=1 k=0i=0

itk



Donc pour z=1, on a

n—1ln—1
Zk:sn k) = ZH(l—H)
k=0i=0
i#k
n—1 n'
k:Ok+1
"1
k=1
Par suite
"1
k=1
Or
il = ln(n)—l—’y—i-O(—)
kjn~>+oo
k=1
Alors
1
ELX], = () +9+0( )

13a. On a d’aprés la question 11, pour tout n € N*

n—In—-1n-1

> k(=) st k)2 =2= 523 T (a4
k=2

=075=0 =0
J#kl?/:k»J
En particulier

n n—In—1n-1

S k(=1 st k) = > > ] 1+9)

k=2 k=0j=0 i=0
J#kiFER, I

n—1n—1

- ZZ k+1 y+1

J?ék

n—1[fn—-1

1 1
- n'z Zk+1 G+l (kr12

= ZZ Zkz

kl]l

D’ou le résultat.

13b. Pour tout n€ N* on a

> ks(n,k) = Zk(k —1)s(n, k) + st(n, k)
k=2



14a. On a pour tout ne€N*

2w = 5

cESy k=1

|
>~
M
2

S
D
~—

Or

= <ln(n) + 7+0<%))2

= 1n(n)2+72+0<%>2+271n( )+20< 7(1)>+2 O( )

n—-+oo

On a Pexistence des suites (&;,n)nen bornées pour tout j=1,2,3 tel que

Donc

ln(n) €1,n €2,n
_ 2.4 A2 :
n— 400 In(n)*+ 77 +29Mn(n) + n <nln(n) + 2ln( ) 25, n)

Avec ( Ln_ 4 9ftn +2537n) | o5t une suite bornée. Alors
ne

nln(n) In(n)

In(n)
>SS = et 2gin(o) + o 22 )
k=1j=1

Or
1
ELX] | 5. )+r+0()
_ In(n)
n—+oo ! ( )+fy+0< n )
Et
n
1 2
ﬁ —+o0 ?Jro(l)
k=1
2
n—+oo 6 n
D’ou
2
_ 2 _ 2 In(n)
] ; n—:{—oo 2y + Dln(n) + v+~ 5 +In(n) +O< - )
D’ou
2 >
c=Y"F+y——

6



14b. On a

ogeS,

-3 (wlo) —In(n))?

n— -+o0o

15. On a d’apreés l'inégalité de Markov

Or, il existe un C' >0 tel que

D’ou

P(| X, —In(n)| > eln(n)) <

16. Soit n €N tel que n>2, on a

Zakb

Or pour tout k € [2,n —

In(n)| > eln(n))

< 211’1( )2

- 2ln Zn! Z

— 1 pa—
n— oo 2111( )<1+1 (n)JFO(n))
= 2111(”)(1 +o(1))
1+o0(1)<C

_C
e2n(n)

Deuxiéme partie

1] et pour tout ¢ € [k, k+ 1], on a

A(t) = A(k)



_qk+1
> arb(k) = A(n)b(n) = / A(t)D'(t) dt
k=2 k=2 k

2
17a.
Pour n=1
II »=1
p<n
ppremier
Pour n=2
II »=2
PN
ppremier
Pour n=3

1 »=¢

psn
ppremier

17b. Si nest pair et n > 2, alors n n’est pas premier, par suite

IIr= 1II0»

psn psn—1
ppremier ppremier
n—1
< 4
n
< 4

17c. Soit n=2m+1 avec m€ N, on a

'2m+1 B 27’n+1kj
o R N

k=m+1

= I e IT v
m+1<k<2m+1 m+1<p<2m+1
kn’est paspremier ppremier

.. [ 2m+1
H pdivise m! m
m+1<p<2m+1
ppremier

Or pour tout p premier tel que m+1<p<2m+1,on a

pAml=1
Donc
H pAml=1
m+1<p<2m+1
p premier
Ainsi

. 2m+1
H pdivise
m
m+1<p<2m+1
ppremier



D’autre part, on a
2m+1\ _ 1/ (2m+1 i 2m+1
m T2 m m+1
2m—+1
1 2m+1
<5 (")

_ l % 22m+1

— 4’"L

17d. On a d’aprés ce qui précéde

iy <2m+ 1)
H pdivise
m

m+1<p<2m+1
ppremier

Et

<2mm+ 1 ) <4m
Donc

2m+1
I o< (™
m+1<p<2m+1
ppremier
< am

Par suite

IT » I »x JI »

p<n pm m+1<p<2m+1
ppremier ppremier ppremier
< 4mx 4m
2m+1
< 4t
— 4

D’ou par récurrence forte, pour tout n>1

II p<am

pP<n
ppremier

18. Soit n € N* et pun nombre premier
On a

vp(nl) = Z’/p(k)
k=1

n —4oo

= DD 0k

k=1j=1

Avec pour tout j, k€N

0 sinon

5 { 1sip? divise k
gk =



n -4oo

Or la somme Y > J; 5 est fini, alors

k=1j=1
vp(n!) = ZZ&”“

j=1k=1
+oo
= ZCard{k €[1,n],kp’ <n}

j=1
+o0 n
- >5(%)
=1 \P
Par suite

n n ™= n +Oon n 1 n
——1<El— )< vn)=) El— | <) — =4+ —
p (p) () =2 <pﬂ> -1)

o n
i p1_L1 p
= = p1-- o PP

D’ou le résultat.
19a. Soit n € N*,
On a la fonction ¢t — In(¢) est croissante, et continue sur [1, +oo[, donc

k+1

n—1 n—1 n—1
S (k) < Z/ In(t)dt < 3 In(k+1)
k=1 k=1 k k=1

Avec
n71k+1 n
Z/ In(t)dt :/ln(t)dt:nln(n) -—n+1
k=17 1
Donc .
nln(n) —n+1< ) In(k) <nln(n)+In(n) —n+1
k=1
D’ou

— 400

Zln(k)n = nln(n) —n+ O(In(n))
k=1

19b. D’aprés le théoréme fondamental de I’arithmétique et par définition de la valuation, on a

n! = H pup(n!)

ppremier

Avec pour tout p >n premier v,(n!) =0 (car pAn!=1).

D’ou
n! = H pup(n!)
p<n
ppremier
Par suite

In(nl)= > wp(n))in(p)

psn
ppremier

D’une part, on a

3 ) < Y <"+L>)ln(p)

< = \p p(p—1
ppremier ppremier
In(p) In(p)
<n E —+n E )
= = plp-1)

ppremier ppremier



D’autre part

> w) > Y (21 )ue)
pP<n p<n p
ppremier ppremier
>n Y0 BN )
psn p psn
ppremier ppremier
SR |
p<n p p<n
ppremier ppremier
Zn Z —ln(p)—nln(4)
p<n p
ppremier
D’ou
In(p) In(p) In(p)
n Z —= —nln(4) <In(n!) <n Z +n Z —
p<n b p<n b p<n p(p=1)
ppremier ppremier ppremier
19c. On a
In(k) o 1
k(k —1)k—oo \ E3/2
D’ou par la somme de Reimman, la série ) % converge.

k>2
19d. D’aprés ce qui précede, on a

In(n! In In In(n!
- 2 e 2 PP )

ppremier ppremier

On a d’apreés la formule de Stirling

In(p) In(k)
Avec p;n o1 converge car kz>:2k(k —7y converge.
ppremier
D’ou
S B my+oq)
p n—+oo
p<n
20a. Soit n>2, e
Pour
1
et
Atelrooi— 3 B 57 B -k -1)
p<t P 2<k<t
ppremier

On a d’aprés la question 16, pour tout n € N

2<k<n

Y. S el Dy = gy RO+l + [ iR a0
2



Par suite

) % - 1—1—113183+ln2(n)—ln2(2)+/t(]frf?)2dt

PN
ppremier

20b. On a la fonction t+— % est continue par morceaux sur t € [2, +00[

De plus, pour tout ¢ € [2, +0o0] :

R(t) 1 In(p) 1
t(n(t)2 — t(In(t))2 I; “p | thn(d)

In(p) _ In(p)
> p B 2 P

p<t p<E(t)
ppremier ppremier
= W(E®)+0(1)

= W@®+0()

Par suite
R(t) _ W@ +0(1) 1
t(In(t))? t—+oo  t(In(t))?2 tin(t)
o)
t—+oo t(In(t))2

Puisque pour tout ¢ > 2
t

/ du 11
u(ln(u))?2  In(2) In(¢)

2

Donc ¢t +— f;% admet une limite en +oco.

)

En particulier ¢ — E_RM g4 est intégrable.
2 u(

In(u))?
20c. On a d’aprés la question 20.a

v 1o 1—1—113183+ln2(n)—ln2(2)+/t(]frf?)2dt

PN
ppremier

Or, d’aprés la question précédente

Et

Alors



Et
In
Ry = % 2B
p<t p
ppremier
=y g
p<B() P
ppremier
.= W(E®)—In()+0(1)
D’ou
1 Ina(n) +1—1ny(2) + O L
p n~>_+oo 2 2 ln(n)
p<n
ppremier

D’ou le résultat avec ¢ =1 — Ing(2).

2la. soit z €[1l,+oo[ et g € N*
On a

Card{neNN[l,z]:n=0(mod ¢)} = Card{nGlNﬁ [l,z]:%elN}

D’ou
Card{n e NN[1,z]:n=0(mod ¢)} %‘ <1

D’ou le résultat.

21b. On a via la question 16

wn
1 B (w(n) —w(n—1)) E(x)2§2n:<t ( >dt
E(x) Z win) = Z n /s t2
2<n<x 2<n<x
1 [FE
p<n 2<n<t
ppremier
1 [P@q
< Yo7
PN
ppremier
= Y LonE@)+mne)
p<n p
ppremier
1
= Ino(z)+0(1)

Tr— 400



D’ou

% Z w(n):E;x)ﬁ Z w(n) = Ina(x)+0(1)

2<nx

N

22a. On a pour tout x > 2

I @) = LY w22 S ) + PO ()2

n<x n<z n<z

I
I
£
2

x—>:+oo % w(n)ziQ(IHQ(:E))2+O(1H2($)> +(h’l2(:ﬂ))2
o too % e w(n)? — (Ina(z))? 4+ O(lny(z))

22b. Soit x>2,0n a

D wlm?® =3 (D1

n<z n<x pln
ppremier
=2 > 2!
n<z piln p2|n

p1premierpaopremier

= > 2 Xt

P1ST p2<T n<w
p1premierpopremier \ pi|netpa|n

= Z Z Card{n e N*:n <xpi1|n et paln}

P1S® P2sST
p1premierpspremier

22c. Pour tout £>2, on a :

Z Card{n e N*,n<x,pi|n et pojn} = Z Card{n e N*: n< x, pip2|n}

P1,P2<T P1,P2<T
p1+# p2premiers p1# p2premiers

Or d’aprés la question 21.a , on a pour tous p; # po premiers

Card{n e N*, n<z,pipo|n} — i
p1p

est bornée
2

Donc
x
Card N*n< = o1
ard{n €N, n<z, pipaln}, = -+ 0(1)
Ainsi
T
Z Card{n e N*:n <z, pi|n, pan} T Z p1p2+0(1)
P1,P2KT P1,P2S8T
p1# papremiers P1p2<T

P17 p2Ppremiers

T
o too Z s + Z 0o(1)

P1,P2ST P1,P2<T
P1p2<T P1p2<T
P17 p2Ppremiers P17 p2premiers
Or
>l 5. 2t
Tr— 400
P1,P2<T pP<w
P1p2<T
P17 p2Ppremiers

= O(lnz(z))(cf20.a)

x—+00



Donc

E Card{n e N*:n<z,pi|n, p2ln} = Z + O(lng(z))
P1p2
P1,P2<T P1,p2<T
p1# papremiers P1P2<T

p1#p2premiers

. L. 1.
Or, puisque la série Y = diverge, on a
p=2

T T
Z Pip2 $—>:+°O Z pip2

P1,P2<T P1,P28T
p1p2<T 1% papremiers

p1# papremiers
r—=+ p1p2

P1,P2<T p<z
pi1p2premiers ppremier

2

1
e ¥ Z M —x0(1)

pPT
ppremier

= x(lng(E(x)) Y +o<m>> —0(x)
=  z(lnz(x))?+ O(zIna(z))

T ——+00

D’ou

Z Card{n e N*,n <z, pi|n et p2|n}fx(1n2(:£))2x :+OOO(zln2(:E))

P1,P2S T
P17 p2premiers

22d. On a d’aprés ce qui précéde, pour tout x > 2

—; n)—ln()? | = —;w — (In3(2))?+O(Ins(a))

= 1 Z Z Card{n € N*:n < x, pi/n et pa|n} — (Inz(z))? +
e p1<® P2<T

p1premierpgpremier

O(Iny(z))
1 *
e 7 Z Card{n e N*:n<z,pi|n et pan}
P1,p2<T

P17 p2premiers

+% Z Card{n € N*:n<z, piIn} — (Inz(x))%+ O(Ina(z))

P1<T
p1premiers

= an(g:)2+O(ln2(ac))+% Z %—(an(ac))2+O(ln2(x))

T— +00
p<w
ppremier
1
T Ina(n) +c1+ O< () ) + O(Ing(z))
= Oliny(a))

23. On pose




Montrons que
lim lCard{n <zinep}=0

r—+ood

On a pour tout = assez grand,
Card{pNI1,z]} ,z]} + Card{eN[1, /z[}

2]} +0(Vr)

Card{pN]
Card{pN]

\/E
Jz

On a pour tout n € N [/x,x]

W) =2 o )12 et 230> yE

ln2(n)
Et
(W(n) —Ina(2))> _ (w(n) —Ina(n) +Ina(n) —Ina(z))?
Ina(n) Ina(n)
_ (w(n) —Ins(n))? | (Ina(z) —Ins(n))* . (w(n) —Ina(n))(Inz(z) —Ina(n))
o Ina(n) + Ina(n) +2 Ina(n)

Par suite on a :

3 (w(n) —Iny(x))?  _ 3 (w(n) —Ing(n))? 3 (Ina(z) = Ina(n))? -~

neoriyma 220 nehlma  m2(0) n€pNyE,1] Iny(n)
((w(n) —Ina(n)))(Inz(z) — Ina(n))
2
n6¢;\/§7x] Iny(n)
Avec
(Inz(z) —Ina(n))*  _ x— \/EO 0
nepn(yz,z] Iny(n) e—+oo  Iny(z)
Z—too lng(x)o(l)
Et
((w(n) —Ina(n)))(Inz(x) — Iny(n)) o(1) () — Ing(n
D3 Ina(r) S T, 2 () et
o(l) wn—ngn—o(l) w(n) —
S Ty 22 ) gy 2 e
lng(n)
< 2D (1n, (@) — ma(VE) + O(1))
T—+00 1112(1})
o(1)
S (@)
Et
(w(n) —lna(n))*  _ (w(n) — Ing(n))?
ne«:;ﬁ,xl a(n) ne%,x] Iny(n)
1
S (V) (%WW = Iny(n))? - n;ﬁw) - 1n2<n>>2>
< 20(1) - yzO(1)
Tr— 400
< z0(1)

x— +00



Ainsi
Sl )

lng(n) T—+00 1112(:17

< z0(1)

Tr— 400

n€pn[yz,a]

Or

> Lol s S (a3 Card(pN [V ) (tnal VE)

nepnlya,al neenlyz,al

Par suite

ngC d(@m[\/_a ]) x~><+oo $(1n2(ﬁ))1/2n€¢;\/§,z] lng(n)
o)
w—>\+00 (1112(\/5))1/2

Avec ngmﬁ =0. alors zEr}rlOO%Caer(go N[vz,z])=0

Par suite lim %Card(cp N[0,z])=0

r— 400

D’ou le résultat.
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