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REMARQUE : les solutions proposées représentent des solutions personnelles et non des solutions officielles
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« JE SAIS QUE JE NE SAIS RIEN » SOCRATE.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Socrate

Exercice 1.

Pour tout entiers aq, as, . . . , a2017 deux — & — deux distincts de I’ensemble {1, 2, ..., 2017} on pose:

N= (a1 — 1)(0,2 — 1) . .(a2017— 1)

1.Montrer que [’entier [N est pair.

2.Montrer que:
2017 9 .9

Zazi—l 20

i=1

Solution.

1. Montrons que N est pair.
le résultat de l’exercice reste vrai si on remplace 2017 par n’importe quel entier impairn > 1,
On travaille dans le cas général , et on considére un entier n, as, ..., ae, 1 des entiers deux — & — deux distincts de

Pensemble {1,2,...,2n+ 1} on pose:

Nn: (a1 - 1)(&2— 1) . .(a2n+1 - 1)

En particulier Nog17 =N

Montrons que pour tout n > 0 Nay, 41 est pair.

Onpose A, ={i €[1,2n — 1], a; — i est impair};

Puisque, il existe n (resp. n + 1)nombres pairs (resp. impairs )parmi{1,2,...,2n+ 1} () alors A ¢ [1,2n + 1]
En effet,si A =[1,2n + 1], alors pour tout n € [1,2n + 1] on a a; et i n’ont pas la méme parité

En particulier Vi € [0, n] agi1 est pair absurde avec ()

d’ouil existe ig € [1, 2n + 1] tel que a; — i est pair

Donc N,, = [] (a; — i) = (ai, —in) [] (a; — i) est pair.
i=1 i=1
’L.#in

Remarque:
—pour tout n > 2, [’entier IV,, peut étre positif , négatif ou nul , par exemple pourn==6ona
&poura;=1letas,...,a6€{2,...,6}: Ng=0,

®poura;=6—i,¥i=1,2,3,4,560naNe=(6—1)(5—2)(4—3)(3—4)(2—5)(1—6)=—225<0



dpoura; =2,a2=1,a3=4,a4=>5,a5=3etag=1ona:
Ne=(2—-1)(1-2)(4—-3)(5—-4)(6-5)(3—6)=3>0

—Sin est pair , on ne peut rien dire sur la parité de N,, comme dans [’exemple précédente , on remarque que:
&poura;=1letay,...,a6€{2,...,6}: Ng=0est pair,
&poura;=6—14,vi=1,2,3,4,5,60ona Ng=(6—1)(5—2)(4—3)(3—4)(2—5)(1 — 6) = —225 est impair .

— pourn=1,o0naforcément a; =1donc Ny =0.

2.Montrons que:

" a2 — 2
Vn € N* Z ——20
i=1
+ “ e *
On vamontrer un résultat plus général :
Lemme 1. (inégalité du réarrangement)
Soitxy Zao> - Zxpetyr <y2 < - - < ypdesréels, Soit (21, . . ., z,) une permutationde (y1, - . ., Yn)

Montrer que:
n n
E Tizi = E TiYi
i=1 i=1

En d’autres termes : «la plus grande somme est atteinte lorsque les suites sont dans le méme ordre. »
Démonstration :

Soitxy Zxa> - Zxpety1 <y2< ... < yndesréels, Soit (21, ..., z,) une permutationde (y1, . . ., Yn)

Montrons que :
n n
E Tizi 2 E Tili
i=1 i=1

Supposons dans un premier temps que les inégalités entre les x; sont toutes stricts: 1> - -+ >z,
Siles z; ne sont pas rangés en ordre croissant , c’est — a — dire si on peut trouver i < j tel que z; < z; ,

ona (z; —x;)(z — z;) > 0donc x;z; + x2; > iz + T2

n

En d’autres termes , la valeur minimale de > x;z; est donc obtenue pour une permutation (z1, . . ., 2, ) telle que
i=1
21<22< - < 2p, Auquelcas,ona z;=y; Vi=1,...,n;



Dans le cas général , enregroupant lesindices 1, ..., nen paquets (1,..., k1), (k1 +1,.. ., k2),. .., (kp—1,..., kp)

avec i, =ntelque

xlz"':$k1<$k1+1:"':xk2<"'<~Tz’p,1+1:"':$ip

on peut classer les z; par ordre croissant a/’intérieur de chaque paquet d’indices sans changer la somme i %
i=1

Siapres ce réarrangement les z; ne sont pas globalement rangés par ordre croissant, alorssi et j sont tels que

1< jet z; <z;,alorslesindices i et jn’appartiennent pas au méme paquet et on a aussi

x; > x; On peut conclure comme dans le premier cas .

REMARQUE:

On peut réécrire ’inégalité du réordonnement comme suit :

Soitxy Zao> - Zxpety; 2 y2 > -+ = ypdesréels, Soit (21, ..., z,) une permutationde (y1, . . ., Yn)

Alors:

n

D @i—y)? < (@i — z)?

i=1 i=1
+...*
- 1 . .

En particulier pour x; = Y= i2etzj=—a2Vi=1,...,n,Donc
n 2 n .9 n .0
Zai Zz R a; —1

—2 —,,d,ou v - 20

‘ 1 ‘ 1 ‘ 1
=1 =1 =1

En particulier , pour n =2017.

Exercice 2.

Soit ABC un triangle et O le centre de son cercle circonscrit. Les points D, E et F' sont respectivement,
les pieds des hauteurs issues des sommets A, B et C

1.Montrer que ZBAO = ZDAC.

2.Montrer que les droites (OA) et (EF) sont perpendiculaires.

Solution.

1. Montrons que /BAO = Z/DAC.
METHODE 1 :

On note G le point de l'intersection de la droite (AO)et le cercle circonscrit de ABC



Et H le point de 'intersection de (AD) et (BC)

Notons /BAO =96,

Dans le triangle ABG , on a : ZBAO + ZABG + Z/BGA =
Avec ZABG = % ,donc /ZBGA = g -0

Dans le triangle AHC , on a : ZAHC+ ZHCA + ZCAH=~7
Avec ZAHC = % ,donc /BGA=/HCA= % -0

Donc /DAC=~ZCAH=60=/BAO

D’ou le résultat.

METHODE 2 :(ANALYSE GEOMETRIQUE)

—

On muni le plan par le repére orthogonal euclidien (B,i  J ) tel que BC=i et BAxJ >0
on a B(0,0), C(1,0) et on note A(za,ya)

Notons O(xzo, yo) le centre de le cercle circonscrit de ABC,

1
On a xp= 3
Notons (A1) le droite qui passe par B et A et (Ag)le droite perpendiculaire & (A1) qui passe par O |,
On a I'équation cartésienne de (A1) : y :z—ix

et (A2):y= —Z—j(w —%A) -l-yTA
Donc yo :%{yA —%(1 - xA)}

Ainsi le rayon du cercle circonscrit de ABC est :

11 TA 2
R—\/Z—I—Z[yA—a(l—xA)}




Notons H(zx, yrr) le point de Pintersection de (BC) et (AD)

On a xg=uz4 et yg=0
On a BA x OA:xA(xA—%) +%yA{yA+%(l —ggA)] :%9@%"'%9%

Et AH x AC =3

Donc HAHH X HACH X BA x OA =ya,/(1 —z4)%+ yﬁ(§x§+§y§)
Et HBAH N HOAH x AH x AC= /2% + 3 x HOAH x y3

O e S o v

Donc HBAH X HOAH x AH XAC:%\/xfﬁ-yf‘ X \/1—1-[y,4—”‘;—/’i(l—:z:,q)}2 X y3

o 34 x o] x At x ac _ VA A % ¢1+{yA—:—3<1—wA>]2 <A ¢1+[yA—j—3<1—wA>]2wA

[l [aclxparon Vi s A iA) VO et AVA T A
Ainsi
AHH X A?] _ BjA X OHA
< flacl [maf < [loa]
Par suite :

cos( ZBAQO) = cos( £LDAC)

D’ou ZBAO = Z/DAC
2.Montrons que les droites (OA) et (EF) sont perpendiculaires

On a EO = FO,donc O appartient au médiatrice du segment [EF],donc pour montrer que
les droites (OA) et (EF) sont perpendiculaires , il suffit de montrer que A appartient au médiatrice du seg-
ment [EF].

On note § = ZBAC
On a alors ZABF :% —0 et ZECA:%-ﬁ

Avec E, A et F sont des points du cercle cercle circonscrit de ABC, et O le centre de ce cercle .
Alors EA =AF,donc A appartient au médiatrice du segment [EF].
D’ou le résultat.

REMARQUE:

On peut procéder comme dans la méthode 2 de la question 1 et montrer que OA x EF =0



Exercice 3.

On colorie les points du plan par deux couleurs différentes

Montrer qu’on peut trouver 2017 bipoints (A;, B;) i =1, ..., 2017, vérifiant les deux conditions suivantes

1.Les points A; et B; ont la méme couleur , pour touti=1,...,2017;

2.La distance entre A; et B; est égaleal, pourtouti=1,...,2017.

Solution.

il s’agit d’un exercice facile de la théorie de la géomértie du pixels .

on va montrer du’il existe une infinité de bipoints (A;, B;),i € N vérifiant
1.Les points A; et B; ont la méme couleur , pour tout i € N;

2.Ladistance entre A; et B; est égale al, pour tout i € N.

En effet ,en découpe le plan en une infinité de carrés de coté égal a 2 ,comme le montre la figure ci-dessous

our tout n € N* ,on prend le grand carré de coté 4n? qui contient n? carrés de coté égal a 2 ,
p p g g



pour tout carré , puisque le rayon de le cercle circonscrit d’un triangle équilatéral est = 2 V3 <1 Donc il

cos(Z) 3
6

existe un triangle équilatéral d’un métre de co6té, inclus dans le carré. D’aprés le principe des tiroirs, parmi
les trois sommets, il y en a deux qui sont d’'une méme couleur.

On note (A;, B;) les deux points du triangle qui ont la méme couleur pour tout i € [1,n] et ceci pour tout
n e N*.

D’ou le résultat .



	« Je sais que je ne sais rien » Socrate.

